LYCEE OZENNE ECGA1 2024 - 2025

Devoir de calculs
Mathématiques

6 septembre 2024

Durée : 1 heure

Les calculatrices, téléphones portables ou tout autre appareil électronique sont interdits.

Les réponses aux exercices seront a reporter soigneusement sur le document réponse fourni avec le sujet.

* Kk x
Début du sujet

* % %

Exercice 1. Calculs algébriques

1. Calculer les résultats suivants et les exprimer sous la forme d'une fraction irréductible :

A=2_2, R P S S :
12 15’ “2731787 16’ C=

2. Soit x un réel strictement positif. Ecrire les expressions suivantes sous la forme x%2% ot1 a et b sont des entiers relatifs :

o\ 4 -7 4y-2
26(?%’;3(5) E= 1_1_1 S2x : F:L.
A\ . 2 4) 256x3 (2x~12)(128x4)

8x5 —4x5 7

Exercice 2. Exponentielle et logarithme

1. Résoudre les équations suivantes (on précisera 1’ensemble dans lequel on résout les équations) :
(E1) : In(x) =2In(1 - v2) +In(1 + v2) — In(2)
On donnera une expression la plus simple possible pour la solution de I'équation.
(Ep): 5e¥ = 3de™

(E3): In(2x+3) >2In(x—1)

2. Soient a et b deux réels. Exprimer les quantités suivantes & 1'aide de 4, b, In(a), In(b), In(3), In(5) et de nombres rationnels :

A= lrfr(ll(i‘)l) In(en(n(0)) B = In(2ab) + In(e?™@)) — In(105?)

Exercice 3. Trigonométrie

1. Exprimer les expressions suivantes a 'aide de sin(x) et cos(x).

A = cos(4x) C = sin(cos(x)) —sin (sin (x + §))

B =sin(x— %) +cos (x— %) D:sin(x+27”>+sin<x+%”>
2. Résoudre les équations suivantes sur R puis sur [0,271] :

(E): cos(Zx):% () : sin(x—z):—§
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Exercice 4. Calculs de dérivées

Donner 1’ensemble de définition et la dérivée des fonctions suivantes :
(résultat simplifié attendu)

3 2 1
Lofiixeodtr D 2 g 4 forxer 1+ —

2 1“!‘}
2. forx— Ve +1 5. fs:x — 2xIn(2x) + (3x% + 4x)?
6. f6:x»—>ex2cos(2x)

3. f3:x+—In(2+ cos(x))

Exercice 5. Intégrales et primitives

1. Sans justifier leur existence, déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes (on ne demande pas de donner un

ensemble sur lequel la fonction admet des primitives) :
flsz—>3x4+3x2+x—f+; fa:x e FPsin(x?)
x  (1—x)2
1
f5 1 x — e* cos(e”)
fo : x > sin(2x)eSn )y

i I ——
f2 Vax 17

e—x
X
f3 3+e ¥
2. Calculer les intégrales suivantes (lorsque c’est nécessaire, on pourra faire une intégration par parties) :
T
I3 = / tsin(t)dt

In(2) 2t p
L= L
2 /0 1+€2t

T

L= /OE sin(x) cos(x)dx

1
3. Pour tous a et b dans IN, on pose I, ;, = / t(1 — t)bdt.
J0

a) Soit a et b dans IN. Donner les valeurs de I, g et I .
b) Donner, pour a dans IN* et b dans IN, une relation entre I, j, et I;_1 511

* K %
Fin du sujet

* kX
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|Correction du devoir de calculs|

Correction de I’exercice 1. Calculs algébriques

. 4 2 1

1. e SlA—E—Ealors A—g
. 1 1 1 1 15
. S1B—§+ZL+§+1—6alors B_E

2 _ 24 5

e SiC= ?0 3% alors|C = ——

10 1 4

2

2. Soit x un réel strictement positif.

4
26(32):’2)
. SlD—Walofsm
1 1)\ 32x7
iE=(1--——)>_—alors| E=x19275
e Si < 2 4> 2563 alors X

4\—2
(8x%) j alors | E = x02-14,

SiF= oY) "~
® N 2 12)(12844

Correction de I’exercice 2. Exponentielle et logarithme

1. Soit (E1): In(x) =2In(v2—1) +In(1 + v2) — In(2).

e | L'équation (E;) est définie sur RY .

e Soit x € RY.

In(x) = 2In(v2— 1) + In(1 + v2) — In(2) M)

( (
2
n((ﬁ—l)(ﬁ—l)(ﬁm)

<~ In(x)=1
< In(x) =1 2
<~ In(x)=1

V2-1
7 .
Par stricte croissance de In sur R, on a

V2-1
2

X

In(x) =1In (\/52— 1)

L’ensemble des solutions de (E;) est {@ }

Soit (Ey) : Be¥ = 3™,

L’équation (E,) est définie sur R.

e Soitx € R.

3 sz + e3x
ox

5¢* = 5¢2% = 3¢% 4 3%
(¥ —2)=0

e =2 (car e2* #0)

ot

x =1In(2) (par la stricte croissance de In sur IR* )

’ L'ensemble des solutions de (E;) est {In(2)}. ‘

Soit (E3) : In(2x +3) > 2In(x —1).

L’ensemble de définition de (E3) est |1, 4-o0]. ‘

e Soit x €]1,400].

In(2x +3) >2In(x —1) <= In(2x+3) >In(x—1)2
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Par stricte croissance de In sur R, on a
In(2x +3) > 2In(x — 1) 2243 > (x —1)?
X —4x—2<0

(x—2—-v6)(x—2+6) <0
x€2—v6,2+ 6]

rree

Notonsque2+\/6>1etqu82—\/6<1car2—1:1<\/6.

’ L’ensemble des solutions de (E3) est 1,2 + /6].

2. Soient a et b deux réels.

e SiA— In(15a) nn(®) alors | A — (In(3)+In(5)+In(a)) In(In(b))

“In(b) In(b)

e Si B = In(2ab) + In(e™(@) — In(10b2) alors’ B = (b+1)In(a) — In(b) — In(5) \

Correction de I’exercice 3. Trigonométrie
1. o Si A = cos(4x) alors A = cos?(2x) — sin?(2x) soit A = (cos?(x) — sin?(x))? — 4sin?(x) cos?(x).
Comme sin?(x) = 1 — cos?(x), on obtient A = (2 cos?(x) — 1)? — 4(1 — cos?(x)) cos?(x).
De ce fait, ona A = 4 cos*(x) — 4 cos?(x) + 1 — 4cos?(x) + 4 cos*(x).
A = 8cos*(x) — 8cos?(x) + 1. ‘
2

sin(x) V/3cos(x) cos(x)

e SiB=sin(x—§) +cos(x— %) alors B= "5 — Y2020 4 S50 4 soitB:%gcos(x)-ﬁ—Hz—ﬁsin(x).

)
e Si C =sin(cos(x)) — sin (sin (x + %)) alors C = sin(cos(x)) — sin(cos(x)) d’oﬁ
e SiD =sin (x+ 2) +sin (x + %’7) larelation sin(p) +sin(g) = 2sin (’%q) cos (%) donne D = 2sin(x + 1) cos (— %) soitm

2. o Soit (E) : cos(2x) = %

> Résolution de (E) sur R.

Soit x € R.
1 T
cos(2x) = 5 = cos(2x) = cos (;)
= (HkGZ,Zx:g+2k7r)ou(3k€Z,2x:§+2kn)

= (HkGZ,x:%—i—kﬂ)ou(ﬂkez,x:—%-l-kn)

L’ensemble des solutions de (E) sur R est {% +km ’ ke Z} U {—% + km ‘ ke Z}.

> Résolution de (E) sur [0,27].
* On cherche les réels de la forme % +kmouk € Z, qui sont dans [0, 27].
Soitk € Z.

% +krel0,2n] < ke{01}
* On cherche les réels de la forme —% +kmouk € Z, qui sont dans [0, 271].

—% tkrel02n] < ke{1,2}

57 7m 11
L’ensemble des solutions de (E) sur [0, 27] est {g, ?ﬂ, %, TN}

e Soit (F) : sin (x— g) - _?

> Résolution de (F) sur R.

Soit x € R. Par imparité de sin, on trouve :

sin(x= 1) ==Y2 o in(x= ) =sin (=)

3 2 3 3
— (akez, x7§:7§+2kn) ou (erz, xfgznf(fg)Jern)

< (JkeZ, x=2km) ou (HkEZ, x:S?n+2k7r>
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L'ensemble des solutions de (F) sur R est {2k7r ‘ ke Z} U {S?H + 2kt ‘ ke Z} (qui s’écrit aussi {Zkrf ‘ ke Z} U {—% + 2kt ) ke Z}).

> Résolution de (F) sur [0,27].

En regardant les solutions de (F) sur R qui sont aussi dans [0,27], on trouve

5
L'ensemble des solutions de (F) sur [0, 271] est {O, ?H,ZH}A

Correction de I'exercice 4. Calculs de dérivées

3 22
R T

1. Soit f; : x > x*
oit f1 : x x+2 5

e En tant que fonction polynomiale, ’ f1 est définie sur R.

. fl’:x»—>4x3+§xzf%x+1l

2. Soit f 1 x — Ve +1

e Puisque pour tout x réel, e* +1 > 0, on a que ’ f2 est définie sur R.

Ex

Xy
f2 2V +1

3. Soit f3 : x +— In(2 + cos(x))

e Pour tout x réel, on a cos(x) > —1 donc 2 + cos(x) > 0 et de ce fait, | f3 est définie sur RR.

sin(x)

fixy ————
*|faix 2+ cos(x)

1
4. Soit fy :x =14+ ——
Ja 1+1
1
e L’ensemble de définition de f; est 'ensemble des réels x tels que x # O et 1 + p #0

Notons que pour tout x réel, ona:

x+1
=
— x=-1

0

1
1+-=0
X

Ainsi,

fa est définie sur R\ {0, 1}.

1
/.
. f4.xH(x 12

5. Soit f5 : x > 2xIn(2x) + (3x2 + 4x)?

f5 est définie sur R . ‘

fi x> 2In(2x) +2 4 2(6x + 4)(3x% + 4x) ou encore fZ : x — 2In(2x) + 2 + 2x(6x +4)(3x + 4) ‘

6. Soit fo : x — e cos(2x)

e Par propriétés des fonctions usuelles,

f6 est définie sur R. ‘

o | flixrs e (—2sin(2x) + 2x cos(2x)) ou encore f¢ : x — 2¢% (—sin(2x) + x cos(2x)) ‘

Correction de I’exercice 5. Intégrales et primitives

1. Pour touti € [1,6], on note F; une primitive de f;.

5, on peut prendre| Fy : x — §x4+x3+ 1x2 —In(|x|) +

oPourfl:xH3x4+3x2+xf%+ﬁ 5 2

1—x

e Pour fp :x — ,on peut prendre | F, : x — % Vax+7

1
Vax+7
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—X

T
3+e >

e Pour f3: x , on peut prendre’ F:x— —In(3+e™¥). ‘

1
e Pour fy : x — x%sin(x?), on peut prendre| F; : x -3 cos(x%)

e Pour f5: x — e cos(e*), on peut prendre m

e Pour fs : x — sin(Zx)eSin(x)z, on note que pour tout x réel, on a fg(x) = 2sin(x) cos()()e<5‘ir‘<’(>)2 et par formule de dérivation composée, on

peut prendre | Fg : x — e(sin(¥)?,

T

s ) /2
1
2. e Soit) = /2 sin(x) cos(x)dx. Alors I} = |:SII12(JC):| soit| I = =
Jo
0

In(2) 2 1 In2) In(5) — In(2
e Soitl, = /0 ﬁdt .Alors I, = {5 In(1 +€2t):|0 donc| I, = w

T
e Soit I3 :/ tsin(t)dt.
0

T
Onposeu:t— tetov:t— —cos(t) desorte que u et v soient de classe C! sur [0, 77] et I3 = / u(t)v' (t) dt. Par intégration par parties, on a
Jo

T
L= [uto®lf - [ (ot
Jo
T
= [~tcos(t)]F +/ cos(t) dt
—— Jo
= SN———
=0
Ainsi, on obtient
1
3. Pour tous a et b dans IN, on pose I, = / (1 — t)bdt.
0
a) Soita et b dans IN. ’ Lo = ﬁ etly, = b%l’ ‘
b) Supposons a dans IN* et b dans IN.
b 1
Onposeu:ts t"etv:t— — (125—)1“ de sorte que u et v soient de classe C! sur [0,1] et I,, = / u(t)v'(t) dt. Par intégration par parties,
Jo
1
) tal_tb+1 1 B 1_tb+1 } ) a
on obtient I, = |:(b+i} +/0 at*1 % dt. On en déduit alors que| I, , = b1 Io1p41-
~——————
=0
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