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1 Calculs sur les réels

1.1 Correction des exercices sur les réels

Correction de l’exercice 1. Fractions sous forme irréductible.

1

2)

3)

3
A=3
3
B="=>
7
7
C=1

4

5)

6)

1
D=—
12
3
E=—
16
9
F=2
7

Correction de 1’exercice 2. Calculs et puissances.

1)

2)

1
3|c=—5
1
4 "~ oabbc3

Correction de I’exercice 3. Autour des identités remarquables.

1)

2)

Soit x et y deux réels.

a) | A=x2+2x+1
b) [B=x>—-2x+1
Q) |C=4x?+4x+1

d) | D =9x2 —12x +4]

e) |[E=x2—2x+1

Soit x et y deux réels.

a) [A=(x-2)(x+2)]

b) ]B: (47x)(4+x)‘

o) ’C:4x2—9:(2x—3)(2x+3)‘

d) ’D: (ﬁfo)(\/ierS)‘

7)

8)

9)

3
C=3
_ 64
T 421

809
=105

f) ’F:4x274xy+y2‘

g | G =92 +24ry + 16|

h) ’ H = 4922 — 28xy + 42 ‘

2

X
N P
i) 1

+xy + 3

e) |E=3(2x+1)

f) ’F: (x74)(3x+2)‘

g) |G =5x(—x+6)

h) ’H: (—=3x+1)(7x +11) ‘

Correction de I’exercice 4. Un cas particulier de la formule de Bernoulli.

1)

Soit a et b deux réels.

a) Montrons que a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b?).

On développe le membre de droite :

(a —b)(a* +ab+b?)

649
10) ]’1000
b8c?
5) E=—r
1
6) |F=—-—
2
) ]:16x274xy+yz
K Kﬁx2+4xy+4yz
B 9
x% — 6xy + 9y?
D=2
JI=
i) |]=3y(4x —y)

K) ’ K = (—8x +3y)(—2x +7y) ‘

) ’ L = —20x(3x + 4y) ‘

a® + a?b + ab® — a®b — ab* — b®

-1

a3 - = (u—b)(a2+ab+b2).‘

b) On écrit a* — b* = (a2)? — (b?)? et comme (a?)? — (b?)? = (a® — b?)(a® + b?), on trouve’ at — bt = (a® — V?)(a® + 1b?). ‘

Puisque a? — b*> = (a — b)(a + b), on en déduit que a* — b* = (a — b) (a + b)(a® + b?).

On développe (a + b)(a* + b?) et on trouve a® + a?b + ab? + b® d’oﬁ’ a* —b* = (a —b)(a® + a®b + ab? + b3). ‘
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2) Soit x et y deux réels.

a) En utilisant la question 1.a) poura = x et b = 1, on trouve : ’ A=(x-1)(%+x+1) ‘

b) En utilisant la question 1.a) pour a = 2 et b = x, on trouve : ’ B=(2-x)(4+2x+x?) ‘

c) Comme C = (5x)® — 1, on applique 1.a) pour a = 5x et b = 1 et on trouve :’ C= (5x—1)(25x2 +5x + 1)

3 _ —2)(x2+2x+4
-8 puis on applique 1.a) pour a = x et b = 1 et on trouve | D = w

d) OnécritD = 8

e) On écrit E = x> — (—2y)> puis on applique 1.a) et on trouve‘ E = (x +2y)(x* — dxy + 4y°) ‘

f) De méme, on écrit F = (xy)? — (—1)3 et d’apres 1.a), on obtient‘ F=(xy+1) (a2 —xy+1) ‘

g) Onapplique 1.b) poura = xyetb =1eton trouve‘ G=(xy—1) (% + 222 + xy + 1) ‘

h) On écrit H = (2x)* — (y?)* et on applique 1.b) pour a = 2x et b = y? puis on trouve‘ H = (2x — y?)(8x° + 4x?y? + 2xy* + y%)

Correction de ’exercice 5. Racines carrées.

R a) g G:%\@ i Iz%fz

b) [B =26

2 2 . 23

o |C=4v2 H{F=3V7 h) |H=3V2 D |]=-5V3
2) a) |[A=3+2V2 g [c=2]

— b |- V2]

o |C=7-2V10

o 0] ) [1- 32

N

p|p= Y2 j =22

Correction de I’exercice 6. Inégalités.
1) Soit x un réel compris entre 0 et 2.

a) Encadrons |x + 3.

Puisque 0 < x < 2, on a par somme d’inégalités que 3 < x

+3 < 5.
En particulier, x + 3 > 0 donc [x + 3| = x +3 d’ou |3 < |x + 3| < 5.

b) Encadrons 3x — 7.

VNI

La fonction f : t — 3t — 7 est strictement croissante sur R donc sur [0,2] d’ou f(0) < f(x) < f(2).
O, f(x) =3x—7, f(0) = —7et f(2) = —1d'ou| -7 <3x—7< —1]

¢) Encadrons —4x + 5.
La fonction g : t — —4t + 5 est strictement décroissante sur R donc sur [0,2] d’ou1 g(2) < g(x) < g(0).
Or, g(2) = —3etg(0) =5 donc‘ —3< —4x+5<5. ‘

d) Encad
) Encadrons 21
x

< 2 donc par croissance de la fonction carrée sur R, ona 0

On sait que 0 < <x2<4adoul <x2+1<5.
1 1
Par décroissance de la fonction inverse sur IR, (et donc sur [1,5]), on obtient 5 < a1 <1

2) Preuves d'inégalités.

x
a) Montrons que pour tout x réel positif, on a 211 <
X
x
Soit x un réel positif. Montrons que ——— < x
p que 3 F1 S

o Méthode 1 : par inégalités successives.

Onax?>0doncx?+1>1et par décroissance de la fonction sur R*. (et donc sur [1,+o0[), ona <1

1
x2+1

Puisque x > 0, on a par produit que <.

x
x2+1
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b)

Q)

d)

o Méthode 2 : par étude du signe de la différence.

X x—x(x2+1)
x2+1 o x2+1
- - x <0 (carx®>0etx>+1>0)
21 -
L. x L .X
1A11’1$1,x274‘r17.7('<0douxziﬂ>1 éx
Pour tout x réel positif, on a ZL <x
x+1
. . 3 2x—1 _9

Montrons que pour tout x réel compris entre 2et5,ona 5 < p < 5'

2x —1 1
Soit x un réel tel que 2 < x < 5. Notons que X =2 -

1
La fonction inverse étant décroissante sur IR*. (donc sur [2,5]), on a 5 <
1 1 1 3 2x —1 9
L2 <2-2<2—Zsoit2 g <2z
2 2\2 x\Z 5501t2\ T S5

Montrer que pour tout x réel compris entre 1 et 3, on a |x> — 5x2 + 11| < 33.

Soit x un réel tel que 1 < x < 3.

3

Par croissance de la fonction cube sur R (donc sur [1,3]),onal < x° < 27.
1< x2

La fonction carrée étant croissante sur R4 (donc sur [1,3]), on a

2
<9dott —45 < —5x2 < —5.

1
—g et par somme, on a

Par somme d’inégalités, on obtient —44 < x3 — 5x2 < 22 et on trouve —33 < x3 — 5x2 4 11 < 33 soit |x3 —5x2 4 11] < 33.

Soit x un réel.

On écrit x —2 = (—x + 1) + (2x — 3) et par inégalité triangulaire, on obtient |x — 2| < | — x 4+ 1| 4+ |2x — 3|.

Or, | —x+1] =[x —1| donc |x — 2| < |x — 1| 4+ |2x — 3|.

Pour tout x réel, ona |x — 2| < |[x — 1| + \2x73|.‘
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2 Résolutions d’équations et inéquations

2.1 Correction des exercices sur les équations

Correction de 1’exercice 7. Equations se ramenant a des équations du premier degré.

Pour tout i entier entre 1 et 6, on note S,y I'ensemble des solutions de I'équation (E;).

1) Soit (E;)

2) Soit (Ep) :

3) Soit (E3)

i

:2x—3=7.Alors| Sy = {5}.

—x+11 = 5x. Alors| S(g,) = {%}

:3x —2=2x+11. Alors | S(g,) = {13}.

4) Soit (E4) :

x(x —1) = x(x+2).

Soit x un réel.

X € S(E4)

Ainsi, S(E4) = {0}

5) Soit (E5)

i (2x—5)(x+2) = (4x + 8)(3x — 11).

Soit x un réel.

6) Soit (E())

Soit x un réel.

X €Sy
=
—
=
=
=
=

Ainsi, 5(55) = {—2, %}
¢ (3x+3)2(x —3) = (x +1)2(2x — 5).

x €S,y
=
=
=
—
=

L. 22
Ainsi, S(Eé) = {—1, 7}

= x(x—1)=x(x+2)
= x(x—1)—x(x+2)=0

= x(x—1-(x+2)=0

— -3x=0

— x=0

(2x —5)(x +2) = (4x + 8)(3x — 11)
(2x — 5)(x +2) = 4(x +2)(3x — 11)

(2x —5)(x+2) —4(x+2)(3x —11) = 0
(x+2)((2x —5) —4(3x — 11)) =0

( (

x+2=0 ou —10x+39=0
39
) =
x ou x 0

(3x +3)*(x —3) = (x +1)%(2x — 5)
9(x+1)%(x—3) — (x+1)2(2x —5) =0
(x +1)2(9(x —3) — (2x —5)) =0
(x+1)*(7x—22) =0

7x—22=0
o2
7

x+1=0 ou

x=-1 ou

Correction de I’exercice 8. Equations de premier degré avec parameétre.

Soit m € R.

Pour tout i entier compris entre 1 et 4, on note S(g,) (m) I'ensemble des solutions de I'équation (E;)(m).

1) Soit (Eq(m)) :

mx+7=>5.
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e Sim =0, alors (E;(m)) n’a pas de solution car sinon il existerait un réel x tel que 0 x x +7 = 5 donc 7 = 5 ce qui est absurde.

e Supposons m # 0.

Soit x un réel.

2
= x=--
m
%) sim=0
Sy (m) 2
(Ey) 2 :
{ m} sim #0

2) Soit (Ex(m)): (1—m)x+5=11.
e Sim =1, alors (Ex(m)) n’a pas de solution car sinon il existerait un réel x tel que 0 x x +5 = 11 donc 5 = 11 ce qui est absurde.

e Supposons m # 1.

Soit x un réel.

6

— X=_—

1-m
@ sim=1

5<E2)(m) = 6 .
{m} sim#1

3) Soit (Ez(m)) : (m+2)x —4 =2m.
e Sim = —2, tout réel est solution de (E3(m)) puisque si pour tout x réel, ona (m +2) x x —4 = —4 = 2m.

e Supposons m 7# —2. Soit x un réel.

X € Si,y(m) <= (m+2)x—4=2m
2m+4
— x=
m+2
= x=2
S g (m) R sim= -2
m) =
() {2} sim# -2

4) Soit (E4(m)) : (m> —2m+1)x +m = 1.

Notons que m? — 2m +1 = (m — 1)2 donc la disjonction de cas portera sur m = 1 et m # 1.
e Supposons m = 1. Alors (E4(m)) s’écrit 1 = 1 ce qui est vrai donc ’ensemble des solutions de (E4(m)) lorsque m = 1 est égal a R.

e Supposons m # 1.

Soit x un réel.

X € S(g,y(m) (m? —2m+Dx+m=1

(m—1>*m=1-—m
1-m

T m-p

I 111

R sim=1
S m) =
(E5) () { 1 } sim £1

1—m

Correction de I'exercice 9. Equations du second degré ou équations s’y ramenant.
Pour tout i entier compris entre 1 et 12, on note S,y I'ensemble des solutions (réelles) de (E;).
1) Soit (E;) : x2+x—6=0.
e Meéthode 1. On remarque que pour tout x réel, ona x2 + x — 6 = (x + 3)(x — 2) donc x est solution de (E; ) si et seulementsi x +3 = 0

oux —2=0cest-a-direx = —3oux =2.
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2)

3)

4

5)

6)

7)

8)

-1-5
e Meéthode 2. Le discriminant de (E1) est 1 —4 x (—=6) = 25 = 52 > 0 donc (E;) admet deux solutions réelles qui sont et
“1H5 vesta-dire 3 et2.

S(El) = {73, 2}
Soit (Ep) : 4x2 —2x+1=0.
Le discriminant de (E) est (—2)? —4 x 4 = —12 < 0 donc (E;) n’admet pas de solution.

Sy =2
Soit (E3) : x> —x—1=0.
1-— 1
Le discriminant de (E3) vaut (—1)2 —4 x (—=1) = 5 > 0 donc (E3) admet deux solutions réelles qui sont 2\@ et +2\/§-
¢ _J1-v5 1+
(Es) — > 2 :
Soit (E4) : ¥ +x+1=0.
Le discriminant de (E4) vaut 12 — 4 x 1 = —3 < 0 donc (E4) n’admet pas de solution.
Sy =@
Soit (Es5) : 2x2 +x—3=0.
-1-5 —-145
Le discriminant de (E5) vaut 12 — 4 x 2 x (—3) = 25 = 52 > 0 donc (Es) admet deux solutions réelles qui sont 2 et 4+ soit
—; etl.
3

%&)Z{—al}

Soit (Eg) : 3x2 —5x+2=0.
o o . . 5-1 541 2
Le discriminant de (Eg) est égal a (—5)* —4 x 3 x 2 =1 > 0 donc (E¢) admet deux solutions qui sont < et 5 soit 3 etl.
2

S(EG) = {5, 1}
Soit (E7) : x* —3x24+1=0.
On voit une équation du second degré d’inconnue X = x? : considérons (E5) alors I'équation X? —3X +1 = 0.

s orimi / 2 / . . . 3—v5 3445
Le discriminant de (E7) vaut (—3)* —4 x 1 =5 > 0 donc (E/) admet deux solutions réelles qui sont > et 7
Soit x un réel.
?-3241=0 — *= 3.5 oux? = 345

2

2
= x_\/3—27\/50ux_‘/3—2\/501”(_”3—&-2\/501”(_“34-2\/5 (car3_2\/§>0)
{¢ 3+V5 ¢3¢5¢3¢5¢3+v§}
Se =Tz T\ T 2 2 (

2 2
-5 V51 3++5 VE+1 o
= et = 3 , on peut aussi écrire :

E
n notant que 5 5 >

s _{\/51 —V5+1 v5-1 \@+1}
(E7) = % : :

2 ! 2 2 2

Soit (Eg) : (x+1)>=5(x+1)+6 = 0.
On voit une équation du second degré d’inconnue X = x + 1 : considérons alors (Ej) 'équation X? — 5X + 6 = 0.
On note que pour tout X réel, ona X> —5X + 6 = (X —2)(X — 3) donc (E}) a pour solutions 2 et 3.
Soit x un réel.
(x+1)2-5(x+1)+6=0 <= x+1=2 ou x+1=3

< x=1 ou x=2

Siey) = {1, 2}
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9) Soit (Eg) : (—2x+1)2—7(-2x+1)+12=0.
On voit une équation du second degré d’inconnue X = —2x + 1 : considérons (Ej) I'équation X> —7X + 12 = 0.
On vérifie facilement que 3 et 4 sont les solutions de (Ej).

Soit x un réel.

(=2x+1)2—7(=2x+1)4+12=0 < —2x+1=3 ou —2x+1=4

3
<— x=-1 ou x=-—=

2
3
S(eg) = {‘1' _E}'

10

=

Soit (Elo) x4 a2 =0.
Soit x un réel.
Pt =0 = 2*P-x+1)=0
— =0 ou x*-x+1=0

2

Notons que I'équation x* — x + 1 = 0 admet pour discriminant —3 < 0 donc n’admet pas de solutions réelles donc

o4t =0 = £®=0
<— x=0
S(Elo):{o}‘

11) Soit (Eqy7) @ x* +2x3 —3x2 = 0.
Soit x un réel.
2 -3 =0 —= P2 4+2x-3)=0

— x*=0 ou x*>+2x—3=0.

—2—-4
Notons que I'équation x? + 2x — 3 = 0 admet pour discriminant 16 > 0 donc admet deux solutions réelles qui sont = —3et
—2+4
2+ =1dou

4203 -3¢ =0 <= x=0 ou x=-3 oux=1

Sty = {-3,0,1}.

12) Soit (Epp) @ 11x* +44x3 + 44x% = 0.

Soit x un réel.

1xt +44x3 +44x° =0 = 112222 +4x+4) =0
= 1P (x+2)%2=0

<~ x=0 oux=-2

S(Ep) = {-2, 0}.

Correction de I’exercice 10. Equations du second degré avec parametre.

Soit m € R. Pour tout i entier compris entre 1 et 6, on note S(g,) (m) I'ensemble des solutions de (E;)(m).
1) Soit (Eq)(m) : mx? —2x +3m = 0.
e Sim =0, alors (Ep)(m) s’écrit —2x = 0 dont l'unique solution est 0.

e Supposons m # 0. L’équation (E;)(m) a pour discriminant 4 — 12m? donc (E; ) (m) admet au moins une solution réelle si et seulement

1 1
sid —12m? > 0 Cest-a-dire m? < - c’est-a-dire |m| < —-
3 V3

Dans ce cas :

2 1 1
> si|m| = % alors (Eq)(m) admet une unique solution qui vaut m soit v3sim = —= ou —/3sim = —

V3 V3’
2 — V4 —12m? ot 2+ V4 —12m?
2m 2m

1—+v1—3m?2

c’est-a-dire ———— et
m

1
> si|m| < 7 alors (E1)(m) admet deux solutions réelles qui sont
1—+/1-3m?2

m
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@ si |m| > \}15
{-V3} sim= ~7
S,y (m) = {0} sim=0
(V3) sim— %

sim #0Oet |m| <

V3

{ 1-V1=3mZ  14+V1-3m? }
m 4 m

2) Soit (Ep)(m) : x2 +mx+1=0.

Le discriminant de (E;)(m) vaut m? — 4 donc (E;)(m) admet au moins une solution réelle si et seulement si m? — 4 > 0 c’est-a-dire

|m| > 2.
e Si|m| =2, alors (Ep)(m) a pour unique solution f% c'est-a-dire 1sim = —2et —1sim = 2.
—m— i — _ iz =
e Supposons |m| > 2. Alors (E)(m) admet deux solutions qui sont " 2m 4 et — + 2m 4
@ si|m| <2
1 sim= —2
Sy (m) = t
{-1} sim=2
{ —m—\z/mz—4’ —m+\2/mz—4} sim| > 2

3) Soit (E3)(m) : 3x2 +2mx + (1 +m) = 0.

Le discriminant de (E3)(m) est 4m? — 12(1 + m) donc (E3) () admet au moins une solution réelle si et seulement si m? — 3m — 3 > 0.
3-v21  3+4++V21

2 T2
En particulier, la fonction trindme ¢ — > — 3t — 3 est positive sur | — co, %] U [%, +oo[ et négative sur [%ﬁ, %]

La fonction trindme ¢t — 2 — 3t — 3 a pour discriminant 21 > 0 donc admet deux racines réelles qui sont

Ainsi, (E3)(m) admet au moins une solution réelle si et seulement si m appartient a | — oo, 3’27@} U [3+27\/ﬁ, +o0[.

e Sime { %, % }, le discriminant de (E3)(m) est nul et 'unique solution de (E3)(m) est — Z?m =- %
e Supposons m € ] — oo, 3 _Zm[u ] 3 +£/ﬁ,+w[.
Le discriminant de (E3)(m) est strictement positif donc (E3)(m) admet deux solutions qui sont *2’”"/’22*37’”*3 et =2+ ‘/’Q‘Lm.
S(ey) (m) = {-m} sim e 3*27@”27\/27
{72;1,4122773, 72m+\/722—m} Sime]fw}—z\@[u}ﬂzx/ﬁﬁw[

4) Soit (Eq)(m) : 4x* +2mx + (m —1) = 0.
Le discriminant de (E4)(m) vaut 4m? — 16(m — 1) = 4(m? — 4m + 4) donc (E;)(m) admet au moins une solution réelle si et seulement
si4(m? — 4m +4) > 0 ce qui est toujours vrai car 4(m? — 4m +4) = 4(m —2)% > 0.

1
e Sim =2, alors (E4)(m) admet une unique solution qui vaut —% c’est-a-dire — 5

e Supposons m # 2. Alors (E4)(m) admet deux solutions réelles qui sont —2m z(m =2 et —2m z(m =2 soit 7m2+ ! et — %
{-1 sim=2
S(Ey(m) = {fm2+1,_i} sim£2
5) Soit (Es)(m) : (4m +3)x? + mx + i =0.
e Supposons 4m + 3 = 0 c’est-a-dire m = — Z L'équation (Es)(m) s’écrit 72 X+ i = 0 donc admet une unique solution qui est S

e Supposons m #* —%
Le discriminant de (Es)(m) vaut m? — 4m — 3.

4—-2v7
La fonction trindme t — 2 — 4t — 3 a pour discriminant 28 = (2v/7)> > 0 donc admet deux racines qui sont % =2—V7et
4+2V7
%ﬁ =247

De plus, la fonction trindme t + t2 — 4t — 3 est positive sur | — 00,2 — /7] U [2 4+ v/7, +-o0[ et négative sur [2 — /7, 2+ V/7].

Ainsi, I'équation (Es)(m) admet au moins une solution réelle si et seulement si m appartienta | — 00,2 — /7] U [2+ /7, +c0].
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) _ ) . m _ 2—7 247

> Sim € {2—+/7,2++/7¢,alors (Es)(m) admet une unique solution qui est — soit — = si
{2 V7,24 7}, alors (E5)(m) a d 2(4m +3) 2-v+3 3
m:2—\/70u— 2+\/7 zz_ﬁsim:2+\/7.
42+V7)+3 3

. . . . —m—vVm2—4m—-3 —m+m?—4m—3

> Sim €] — 00,2 —+/7[U]24 /7, 4c0[ alors (Es) (1) admet deux solutions réelles qui sont 2(am +3) et 2(am +3)
D sim €2 —+7,2+7]
2F V7 N
S(es) (m) = 3 sim =247
—m—vm2—4m—3 —m+—vm?2—4m—3 .
{ Sam13) , am13) } sime]—00,2—V7[U]24 V7, +oo

6) Soit (E¢)(m) : (m—2)x2 +mx+2=0.
e Supposons m — 2 = 0 c’est-a-dire m = 2. L'équation (Eg)(m) s’écrit alors 2x + 2 = 0 qui a pour unique solution —1.

e Supposons m # 2. Le discriminant de (Eg)(m) vaut m?> — 8(m —2) = (m —4)?> > 0 donc (Eg)(m) admet au moins une solution

réelle (une unique si m = 4, deux sinon).

. A . oom
> Sim = 4, 'unique solution de (Eg)(m) est m—2) 1.
. . —-m—(m—4) —m+(m—4) 2
> Sim # 4, les solutions de (Eg)(m) sont m—2) let m—2) ~ m-2
{-1} sim e {2, 4}
S(Eﬁ)(m) = 2 .
{-1, -2} sim € R\ {2, 4}

Correction de ’exercice 11. Relations entre coefficients et racines d’un trinéme.

Soit a, b, c des réels avec a # 0 et P la fonction trindme définie par
Vx € R, P(x) = ax®4bx+ec.
On suppose que x7 et x, sont des racines distinctes de P c’est-a-dire que P(x1) = 0, P(x2) = 0 et x1 # xp.
1) Soit x un réel.
P(x) —P(x;) = ax*+bx+c— (ax?+bx;+c)

= a(x® =) +b(x—x)

= a(x—x1)(x+x1)+b(x—x1)

= (x—x1)(a(x+x1)+D).

Comme P(x1) = 0, on trouve P(x) = (x — xq)(a(x 4+ x1) + b).

‘ Pour tout x réel, on a P(x) = (x — x1)(a(x + x1) + b). ‘

2) Montrons que pour tout x réel, ona P(x) = a(x — x1)(x — x2).
On applique la question 1) pour x = x; et on trouve P(x3) = (x2 — x1)(a(x1 + x2) + b).
Or, P(x) = 0 et comme x, # x1, on obtient a(x; + xp) + b = 0. En particulier, b = —a(x1 + x2).

En utilisant la question 1), on a pour tout x réel, P(x) = (x — x1)(a(x 4+ x1) —a(x1 + x2)) soit P(x) = (x — x1)(a(x — x2)).

‘ Pour tout x réel, ona P(x) = a(x — x1)(x — x7). ‘

3) Soit x un réel. On a

2

(x—x1)(x — x2) X% — X1X — X2X + X1X

= - (x1 + x2)x + x1x2.

Pour tout x réel, ona (x — x1)(x — x2) = x% — (x1 + x2)x + X1 X2.

4) Les questions 2) et 3) donnent :
Vx€R, ax?4bx+c = ax* —a(x; +x2)x +ax x (%)

Remarque : on pourra utiliser 1'unicité de I'écriture d'un polynéme mais un tel résultat pourra étre utilisé plus tard avec une jolie

démonstration ©
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. c
On prend x = 0 dans (%) et on trouve ¢ = ax1x soit x1x; = o cara # 0.
On dérive (x) et on trouve :

Vx €R, 2ax+b = 2ax —a(x; +xp) (%)

b
On prend alors x = 0 dans (**) et on trouve b = —a(x1 + x3) soit x; + x3 = -

b c
X1 +x=——etxjxp; = —-
a a
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2.2 Correction sur les exercices sur les inéquations

Correction de I'exercice 12. Inéquations du premier degré ou s’y ramenant.
Pour tout k entier compris entre 1 et 6, on note S(; ) I'ensemble des solutions de l'inéquation (I).
1) Soit (L) : 2x+1>3.

Soit x un réel.

S(Il) = [1,+OO[.
2) Soit (L) : —3x+1> —4.
Soit x un réel.
-3x+1> -4 < x<§
5
o) = } - 3}

1
it (I3) : —— < 3.
3) Soi ( 3) x_2 3
e L'inéquation (I3) est définie sur R \ {2}.

e Soit x un réel différent de 2.

1 1
< —-3<
x72\3 = ) 3<0
1-3(x—
e (x—=2) <0
x—2
3x —
= : 720
x—2
— Bx-7)(x—=2)=0 (I'inégalité précédente signifie que 3x — 7 et x — 2 sont de méme signe)
7
= xe]—oo,Z[U]g,—O—oo[
7
Sy =] —o0,2[U §,+oo .
x+1
4 it (Iy) : <1
) Soit ( 4) T2
e L'inéquation (I;) est définie sur R \ {—2}.
e Soit x un réel différent de —2.
x+1 <1 e x+1-—(x+2) <0
x+2 x+2
-1
= ——= <0
x+2
— x+2>0
5(14) = ]72,4»00[.
x+1
it (I5) : <2
5) Soi (5) “x+3
e L’inéquation (I5) est définie sur R \ {3}.
e Soit x un réel différent de 3.
x+1 <2 e x+1—2(—x+3)<0
—x+3 —x+3
— 3x—5 <0
—x+3
<~ (Bx—5)(x—3)=0
— «x¢€ }—00,2} U3, 4oo[
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x—2 x—1
: > .
4x—47 x-2
e L'inéquation (Is) est définie sur R \ {1, 2}.

6) Soit (Ig)

e Soit x un réel différent de 1.

e e R s
. (xfzf<24x(;_z>1>)<&7_22)+<2x72>>20
<

x€[0,1[u E, 2 { (par tableau de signes non présenté ici)

4
S(Is) = [O,l[U |:§, 2|:.

Correction de I’exercice 13. Inéquations du second degré ou s’y ramenant.
Pour tout k entier compris entre 1 et 6, on note S ;) I'ensemble des solutions de 'inéquation (I).
1) Soit (I;) : x> —7x+6 < 0.
Notons que pour tout x réel, on a x> —7x + 6 = (x — 1)(x — 6) (mais on aurait pu aussi passer par le discriminant du trinome

ts 2 — 7t +6).
SUl) = [1,6]
2) Soit () : 2x> —3x+1 > 0.

1
Le discriminant du trindme t — 2t — 3t + 1 vaut 1 > 0 donc les racines de celui-ci sont 5 et 1. Par étude du signe de ce trindme, on

trouve :

S(Iz) = ] —00, %} @] [1,+0°[.

3) Soit () : —x?+4x—1< —x+3.
Soit x un réel.
2 44x—1< —x+3 = *—5x+4>0
— (x—1)(x—4) >0

= x€]—00,1]U[4, 400

S(r) =] — 00, 1] U 4, +o0].

x+2 _x+3
< .
x+1 " x+4
e L’inéquation (I) est définie sur R\ {—4, —1}.

4) Soit (1) :

e SoitxunréeldeR \ {—4, —1}.
x+2<x+3 — (x+2)(x+4)— (x+3)(x+1)

< <0
x+1 " x+4 (x+1)(x+4)
2x+5
2 <o
(x+1)(x+4)
“— x€]—o00, —4[U {f g, -1 { (par tableau de signes non présenté ici)
5
5(14) :]—00, —4[U|:—§, —1|:
. 2x—-3 _ x+3
5) Soit (Is) : P > T

e L’inéquation (I5) est définie sur R\ {—1, 2}.
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e Soitxunréel de R\ {—1, 2}.
2x73>x+3 — (2x—3)(x —2) — (x+3)(x+1)

x+1 7 x—2 (x+1)(x—2)
x> —11x+3
= " >
(x+1)(x—2)
— (x—11*@)<x—11+@)>0 ( étude du trind érateur)
> ar étude du trindme au numérateur
(x+1)(x—2) p
11 — /109 11 + /109
<= x€]—o00,—1[U {2,2|: U %,+oo (par étude de signes non présentée ici)
11 - /109 11+ V109
S(IS):]fw,fl[U |:2,2|:U 2,+00|:
. x—3 2x +1
: < :
6) Soit (le) : 32 —3 < 373
e L'inéquation (Ig) est définie sur R\ {-3, 1}.
e Soit xunréelde R\ {-3, 1}.
x—3 <2x+1 — (x=3)(x+3)—(2x+1)(2x—1) <0
2x—1 = x+3 (2x —1)(x+3)
— 3x* +38 0
(2x—1)(x+3) 7
<= (2x—1)(x+3)>0  (car3x*+8>0)
1
= x€]-00, =3[ U }§,+oo{
1
SUé) = ]—OO, —3[ @] E,—FOO

Correction de I’exercice 14. Inéquations avec parametre.

Soit m un réel. Pour tout k entier compris entre 1 et 6, on note S(;,y () I'ensemble des solutions de (Ix)(m).
1) Soit (I)(m) : mx +3 > m?.
e Sim =0, l'inéquation (I;)(m) s’écrit 3 > 0 ce qui est vérifiée sur R.
e Supposons m > 0.
Soit x un réel.
mx+3>m? < mx>=m*-3
= x}m—% (car m > 0)

e Supposons m < 0.

Soit x un réel.

mx+3>m? < mx>=m>-3
— xgm—% (car m < 0)
R sim=20
5(11)(771): [m—%,—&—oo[ sim >0
}—oo,m—%} sim <0

2) Soit (L) (m) : (m*+1)x —7 < m.

Soit x un réel. En notant que m? +1 > 0 (car m? > 0),ona:

M +Dx—7<m = m*+)x<m+7

— x<LH
Sm2 41
m+1
S(Iz)(m) = :|—oo, m2+1:|

3) Soit (I3)(m) : (m+1)x? —mx +11 < 2m.
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e Sim+1=0(cest-a-dire m = —1), I'inéquation (I3)(m) s’écrit x + 11 < —2 soit x < —13.

e Supposons 11 + 1 > 0. L'inéquation (I3)(m) s’écrit aussi (m + 1)x? — mx + 11 — 2m < 0.

Le discriminant du trindme ci-dessus notée Ay, vaut m? — 4(11 — 2m)(m + 1) = 9m? — 36m — 44 et les racines du trindme m —
—4 4

9m? — 36m — 44 sont % et 6+37\/§

6+45

3

Ainsi, comme m +1 > 0, on a que Ay, est positif si et seulement si m € } — 3 , +oo| etsi A, < 0, alors

00/6—4\/5} U

x — (m+1)x? — mx + 11 — 2m est du signe de m + 1 (qui est strictement positif).

De ce fait :
> SiA, < 0cest-a-dire m € 67374\/5, % alors pour tout x réel, on a (m + 1)x? — mx + 11 — 2m > 0 donc (I3) (m) n’a pas
de solutionssim+1 > 0et A, < 0.
> SiAy, > 0cest-a-direm € } -0, 6 _;\/ﬂ U 6 +;\/§, +oo| alors x — (m + 1)x — mx + 11 — 2m est négatif sur [a;,, a);] ol
e Supposons m +1 < 0.
Par des arguments similaires, on trouve :
6-4/5 6+4V5

alors pour tout x réel, on a (m + 1)x? — mx + 11 — 2m < 0 donc tout réel est

@, Hgﬁ{m]m,l[z@mé—m _

> Si A, < 0cest-a-dire m € } 3 3

solutionde (I3)(m)sim+1 < 0etA, < Omais} 3

. . . 6 —4+/5 6+4+/5
> De ce fait, on a toujours A, > 0 c’est-a-dire m € :| —o00, 3 f} U +3 \f, +oo| etx — (m+ 1)x2 —mx + 11 — 2m est
négatif sur | — 00, a,,] U [a,),, +-00[ ot af; = mEVIm-—S6m—i4 W-
| — o0, —13] sim=—1
S 0 sim ¢ | 5-405, 0145
I3) = . _
(I3) [rn— 92%211??1744' m+ 92;zi’131>?m744} sime ] _1, 6 g\/g} U [6#31\/5’ +oo[
]700, mﬂ/%?flj?mfu] U [’Hv%ﬁﬁ?mi@lr*m{ sim< —1

4) Soit (I)(m) : x2 —2x +m? < 4.
L'inéquation (I) (m) s’écrit x2 — 2x + m? — 4 < 0.
Le discriminant de x ~ x? — 2x + m? — 4 est égal a 4 — 4(m? — 4) = 20 — 4m?.
e Si20—4m? < 0 (Cest-a-dire |[m| > +/5) alors x +— x2 — 2x + m? — 4 n’a pas de racines réelles et est strictement positif. Ainsi, si

|m| > /5 alors (I)(m) n’a pas de solutions.

e Si20 —4m? > 0 (C’est-a-dire m € [—+/5,+/5]) alors x +— x2 — 2x + m? — 4 est négatif sur [a;,, a};] ot af; = 2EV20—4m> Vzg_‘”"z =14++5-—m

s %) si|m| > /5
(L) = [lfmllﬂ/m] si|m| < /5
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3 Calculs sur les fonctions

3.1 Correction des exercices sur logarithmes et exponentielle

Correction de 1’exercice 15. Expressions en logarithmes et exponentielles.

1) Soit A = 3¢ (—4e~*+*+2). On trouve
2) Soit B = (%)2— (%)2
On développe les deux carrés et on trouve B = ”%Tx + % + e;ZX - E%TX + % - e:fx soit
3) Soit C = 7 10%#3 x (e7¥72)72 x (€3¥72)3. On écrit C = ¢~ 105 +3p2x+4¢97—6 soit
4) oit D =In ((2+v3)/®) +In((2-v3)?).
On écrit D = 20 (1n(2 +/3) +In(2 - ﬁ)) soit D = 20In((2 + v/3)(2 — v/3)) d’out D = 20In1. Ainsi,
5) Soit E =In (Y5 ) +1n ().
On obtient E = In (%) d'ot E=1In1l soit
6) Soit F = 3", On écrit F = @ soit F = 2° d'ou

7) Soit G =In(y/e).Ona G = %lne d’ou

8) Soit H = ln(e%), Onécrit H= l1ne soit

9) SoitI = e 2In3 Onal= 52]1“3 soit I = eln(%z) d’oﬁ
10) Soit J = In(e 7). On trouve
11) Soit K = In(¥/e). De méme, on a

Correction de I’exercice 16. Equations en logarithmes et exponentielles.

1) e L’équation (a): In(2x) = % est définie sur R .
e Pour tout x dans IR*, on a par stricte croissance de In sur RY, :

1

In(2x) = 5 = In(2x) = Ine?
1
ez
<: X = 7
L'unique solution de I'équation In(2x) = 1 est ‘/TE

2) e L'équation (b): In(x? — 1) — In(2x — 1) + In2 = 0 est définie sur |1, +-co[ car pour tout x réel, In(x2 — 1) et In(2x — 1) sont définis si

et seulement si [x| > Letx > 1, soitx > 1.

e Pour tout x réel dans ]1, 400, on a par stricte croissance de In sur R*, :

2(x2 -1
In(x>-1) —In(2x —1) +In2 =0 = 1n(%>:0
2(x2-1)
— == _1
2x —1
= xzfxfl—o
5=
1—
— X= \/5 ou JC:1+\/5
2 2
1
= x= +2\/§ carx>1et¥<0

On remarque que 3 > 1 car v/3 > 1.

— . % . 143
L’'unique solution de I'équation In(x> — 1) — In(2x — 1) +In2 = 0 est *Tf

3) e L’équation (c) : e2¥+In2 4 eX+In5 — 3 et définie sur R.
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e Soit x un réel. On pose X = ¢*.

x estune solution de (¢) <= 2(¢*)> +5¢° =3
— 2X245X-3=0

<= X est une solution strictement positive de I'équation (') : 22 + 3z — 3 =0

Or, les solutions de (') sont —3 et } donc par stricte croissance de exp de R :

1
x estune solutionde (¢) <+<— X-= 5

<— x=—-In2

L'unique solution de I'équation e2**1"2 4 ¢¥+In5 — 3 est —In2.

4) e L équation (d): XY — e% est définie sur R.

e Soit x un réel. Par stricte croissance de exp sur R :

2 2
¥ +bx _ X +6x+9 _ 1

\o"—‘

<~
— 2+6x+9=0
—  (x+3)?

— x=-3

P . ' . 2
L'unique solution de I'équation e* o — e% est —3.

Correction de I’exercice 17. Inéquations en logarithmes et exponentielles.
e L'inéquation (a): 1 < e+ egt définie sur R.
e Pour tout x réel, on a par stricte croissance de la fonction exp sur R :
1<e™ = 0< -2 +x

On sait que les racines du trinéme —X? + X sont 0 et 1 et que —#2 + t est positif si et seulement si t appartient a [0, 1].

L’ensemble des solutions de I'inéquation 1 < e~ agt [0,1].

L'inéquation (c) : e!*I"* > 2 est définie sur R .
e Pour tout x réel strictement positif, on a
Y >0 e ex>2

— x>=2L

L’ensemble des solutions de l'inéquation eIty > 2 gt [26_1, +ool.

L'inéquation (c) : e~ < /e est définie su R.

e Pour tout x réel, on a par stricte croissance de la fonction exp sur R :

e < Ve «—= —6x<

L'ensemble des solutions de l'inéquation e=%* < /e est [— 5, +oo].

e L'inéquation (d) : (Inx)? > 1 est définie sur R¥.

e On sait que pour tout u réel, u> > 1 si et seulement si [u| > 1 donc pour tout x réel strictement positif, (Inx)? > 1 si et seulement si

Inx > 1oulnx < —1. Par strictement croissance de la fonction In sur R, on trouve que pour tout x réel strictement positif :

(Inx)? > 1 <= x €] —co,e [ U]e, 0.

L’ensemble des solutions de l'inéquation (Inx)? > 1 est ]0,e~1[U e, +oo].
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3.2 Correction des exercices sur la trigonométrie

Correction de I'exercice 18. Autour du formulaire trigonométrique.

1) a) |cos(m) =

¢) Calculons cos(57/6).

On écrit 571/6 = m — /6 donc cos(571/6) = cos(7) cos(—7/6) — sin(7t) sin(—71/6) soit

e) |cos(rt/2 — x) = sin(x) ‘

d) De la méme maniere, on trouve | sin(577/6) = %
e) On écrit27t/3 = 7t — 71/3 et on trouve | cos(271/3) = ~3
f) De méme, on trouve | sin(271/3) = ?
- _ _ V2
g) En écrivant 371/4 = 71 — 71/4, on trouve | cos(371/4) = —
h) De méme, ona|sin(371/4) = ?
2) Soit x un réel.
a) ‘ cos(x + 1) = — cos(x) ‘ g)
b) ‘ sin(x + 71) = —sin(x) ‘ h)
) ‘ cos(7t — x) = — cos(x) ‘
d) ‘ sin(7r — x) = sin(x) ‘ i)

f) |sin(7r/2 — x) = cos(x) ‘

3) Soit a et b deux réels.

V3

cos(5m/6) = — 5

cos(x+7/4) = %(cos(x) — sin(x))

sin(x + /4) = g(cos(x) + sin(x))

i) | cos(x —507) = cos(x) ‘

sin(247 — x) = — sin(x) ‘

cos(571/2 4 x) = —sin(x) ‘

|
|
|
|

) | sin(x —37/2) = cos(x). ‘

a) Enutilisantla formule du cosinus d’une somme pour (1, —b) etl'imparité de sin, on trouve’ cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b). ‘

b)

En utilisant la formule du sinus d"une somme pour (a, —b) et la parité de cos, on trouve‘ sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a). ‘

¢) On utilise la formule du cosinus d’une somme pour (4, a) et on trouve‘ cos(2a) = cos?(a) — sin®(a). ‘

De plus, sin?(a) = 1 — cos?(a) donc cos?(a) — sin?(a) = cos?(a) — (1 — cos?(a)) donc‘ cos(2a) = 2cos?(a) — 1. ‘

On utilise la formule du sinus d’une somme pour (a,4) et on trouve ‘ sin(2a) = 2sin(a) cos(a). ‘

d)
e) D’aprés c), ona cos(2a) = 2cos?(a) — 1 d’ou | cos?(a) = chﬂ~

Parc), onacos(2a) = cos?(a) —sin?(a) et comme sin?(a) = 1 — cos?(a), on obtient cos(2a) = 1 — 2sin?(a) donc

f) D’aprésa), ona
(I
(11)

cos(a+b) =

cos(a—b) =

sin?(a) =

_1—cos(2a)

cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b)

cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b)

En sommant (I) et (II) puis en divisant par 2, on trouve

cos(a) cos(b) = %

(cos(a +b) + cos(a — b))

g) En effectuant (II) — (I) dans la question f) et en divisant par 2, on trouve
h) D’apresb), ona
(I11) sin(a+b) =

(Iv) sin(a—b) =

ROBERT THAI

sin(a) sin(b) = % (cos(a — b) — cos(a+ b))
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sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a)

18/26




LYCEE OZENNE ECGA1 2026-2027

On somme (II1) et (IV) et on divise par 2 pour avoir | sin(a) cos(b) = % (sin(a + b) +sin(a — b))

Correction de I'exercice 19. Equations trigonométriques.
Pour tout i compris entre 1 et 6, on note S,y I'ensemble des solutions de l'équation (E;).

1) Soit (E1) : cos(x) = %

Soit x un réel.

cos(x) = % <= cos(x) = cos(7t/3)

<— dkeZ, x=n/3+2kr ou x=-m/3+2km

S(g,) = {m/3+2kn |k € ZyU{—7/3 +2kn |k € Z}.

2) Soit (Ez) : sin(2x) =

Soit x un réel.

V3
=

sin(2x) = < sin(2x) = sin(7t/3)

NS

<— dkeZ, 2x=mn/3+2kn ou 2x=m—7m/3+2km

<— dkeZ, x=mn/6+knr ou x=mn/3+knr

Sy = {m/6+km|ke ZYyU{n/3+kr|k e Z}.

3) Soit (E3) : cos(2x+ 71/3) = ?

Soit x un réel.
V2
cos(2x + 7/3) = - = cos(2x + 7/3) = cos(m/4)
<— dkeZ, 2x+n/3=mn/4+2knr ou 2x+mn/3=-n/4+2kn

<— TkeZ, x=-n/24+knr ou x=-7mn/24+kn

S(ey) = {—m/24+km |k € ZyU{~7m/24+kn |k € Z}.

4) Soit (Ey) : sin(2x — 71/6) = _\/75.
Soit x un réel.
sin(2x — 71/6) = 7? sin(2x — 71/6) = sin(—7/3)

dkeZ, 2x—n/6=-m/3+2kn ou 2x—m/6=mn—(—m/3)+2kn

111

dke”Z, x=-n/12+knr ou x=3mw/4+kn

Sy ={-m/12+kn|keZ}U{3n/4+kmr|k e Z}.

5) Soit (Es) : cos(3x) = 0 sur [0, 7t].
e Tout d’abord, nous allons résoudre (Es) sur R.

Soit x un réel.

cos(3x) =0 <= cos(3x) = cos(71/2)
<— dkeZ, 3x=mn/2+4+2kn ou 3x=-—m/2+2kn
<— dkeZ, 3x=mn/2+km
<— dkeZ, x=mn/6+km/3
e Maintenant, on cherche les entiers k tels que 71/6 + k7t/3 soit dans [0, 7r].
Soit k un entier.
0<n/6+kn/3<nt < -—-n/6<kn/3<51/6

1
= —Egkg

NI Gl

— ke{0,1,2} (car k est entier)
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SIE
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0\\:1
—

6) Soit (Eg) : sin(4x + 71/3) = 1 sur [—m, 7).
e Tout d’abord, nous allons résoudre (Eg) sur R.
Soit x un réel.
sin(4x + /3) =1 sin(4x + 71/3) = sin(7/2)

dkeZ, 4x+mn/3=m/2+2kn

Frut

e Maintenant, on cherche les entiers k tels que 71/24 + k7t /2 soit dans [—7t, 7t].

Soit k un entier.

dkeZ, x=mn/24+km/2 (car k est entier)

—n<n/24+kn/2<nt <<= —25m/24<kn/2<23m/24

— —25/12<k<23/12

= ke{-2,-1,01}

_ 237 13w m 137w
S(E) =Y 92’ " 91’71’ 94

247 247247 24

Correction de I'exercice 20. Un peu de tout... mais en trigonométrie!

2t t in(t
1) Montrons que, quand cela a un sens, I iO:i(n (;t) = 2328 i_zggtg
I'ensemble de définition de cette formule.

e La formule ci-dessus a du sens si et seulement si t est un réel tel que sin(2t) # 1 et cos(t) # sin(t).

Pour cela, déterminons les réels ¢ tels que sin(2t) = 1 ou cos(t) = sin(t).

Pour tout t réel, on a

sin2t) =1 <= JkeZ 2=2 42%n

2
7T
<— dkeZ, t:z+k7r

et d’autre part :

Q cos(t) — @ sin(t) =0

cos(t) = sin(t) 5 5

LT
sm(z—t) =0

[

Fez, gft:kn.

et en particulier, on peut remarquer que sin(2t) # 1 <= cos(t) # sin(t).

La formule a du sens pour les réels t appartenanta R\ { ¥ + k' |k € Z}. ‘

e Soit t un réel appartenanta R\ { ¥ + k7t |k € Z}.

cos(2t) cos? t —sin’ t

1 —sin(2t) cos? t +sin’ t — 2sint cos ¢
(cost —sint)(cost+ sint)

(cost —sint)?
cos(t) + sin(t)
cost —sint

sin (%) cos(—t) + cos (g) sin(—t) =0

dke?Z, 4x+n/3=mn/2+2kn oudx+mn/3=m—m/2+2km

(on pourra remplacer 1 par cos?(t) + sin?(t)) et déterminons

cos(2t)

_ cos(t) +sin(t)

Pour tout réel t appartenanta R\ {§ +kn |k € Z}, 1= sin(20)

cos(t) — sin(t)

2) Montrons que sin (7—7[) = %(\/ng V2).

12
On écrit 112 = % + % et de ce fait, on a
sin n = sin
12 B

ROBERT THAI
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d’ot1| sin (%) = %(\/g-i- V2).

3) (a)

Pour tous réels a et b, cos(a + b) = cosacosb — sinasinb et cos(a — b) = cosacosb + sinasinb.

e Soit p et q des réels.
On remarque que p = ’%rq + Eletg = ’%”’ - A

Poura = 3% et b = P77 dans les relations précédentes, on trouve p = a+betq=a—bet

cosp =cosacosb —sinasinb et cosq = cosacosb+ sinasinb

En sommant les deux relations ci-dessus, on obtient cos p + cos g = 2 cosa cos b soit cos p + cosq = 2 cos ( ”erq> cos (%) .

Pour tous réels p et g, cos p + cos g = 2 cos (%ﬂ) cos <¥>

(b) Application : Soit a, b et c des réels. D’apres la question 3.(a), on a

cos(a+b+c)+cos(a+b—c)+cos(a—b+c)+cos(—a+b+c)
a+b+c+a+b—c a+b+c—a—-b+c a—b+c—a+b+c a—b+c+a-b—c
= 2cos( ——— Jcos| —————— | +2cos cos
2 2 2 2
= 2cos(a+b)cosc+2cosccos(a—Db)

= 2cosc (cos(a+Db)+cos(a—D))

= 2cosc X 2cosacosb

‘ Pour tous réels a, b, ¢, cos(a + b+ ¢) + cos(a + b — ¢) + cos(a — b+ c) + cos(—a + b+ c¢) = 4cos(a) cos(b) cos(c).
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3.3 Correction sur les exercices sur la dérivation

Correction de l’exercice 21. Calcul de dérivées.

1

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

Soit f1 : x = (x2 —1)3

e fj est une fonction polynomiale donc

e fi étant polynomiale, f; est dérivable sur R et‘ pour tout x réel, f](x) = 6x(x? —1)2.

: . 3x+1
Soit fp : x — .

e f; estun quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur s’annule uniquement en 1 donc| D, = R\ {1}.

e Par quotient de fonctions polynomiales dont le dénominateur s’annule uniquement en 1, f, est dérivable sur R \ {1} et

pour tout x dans R \ {1}, f3(x) = (1%)2-

Soit f3 : x — VxZ —2x + 5.

o f3 est définie sur ’ensemble des réels x tels que x% —2x+5>0.0r, pour tout x réel, x> —2x+5=(x—1)24+4 > 0donc

e Onobserve que x — x* — 2x + 5 est dérivable sur R en tant que fonction polynomiale. De plus, la fonction racine carrée est dérivable

sur R* et la fonction x — x2 — 2x + 5 prend ses valeurs dans R, donc par composition de fonctions dérivables, f3 est dérivable

x—1

sur R et| pour tout x réel, f}(x) = e vt

Soit fy : x — v/x2 4 1. On note que pour tout u réel positif, §/u = u 5.
e fy est définie sur I'ensemble des réels x tels que x> + 1 > 0. Or, pour tout x réel, x> +1 > 0 donc m

e La fonction u — /u est dérivable sur RY et la fonction x — x% + 1 est dérivable sur R et a valeurs dans R* donc par composition

de fonctions dérivables, f4 est dérivable sur R et| pour tout x réel, f;(x) =

2x
5(x2+1)4/5"

Soit f5 : x = sin(F — 2x).

e Les fonctions sin et x — £ — 2x sont définies sur R donc

e Les fonctions sin et x — 7 — 2x sont également dérivables sur R donc par composition de fonctions dérivables, f5 est dérivable

sur R et | pour tout x réel, fi(x) = —2cos(%£ — 2x). ‘

Soit f : x > In(x? +1).
e fo est définie sur I'ensemble des réels x tels que x> + 1 > 0 (ce qui est vraie pour tout x réel) donc

e La fonction In est dérivable sur R% et la fonction x — x* + 1 est dérivable sur R a valeurs dans R donc par composition de

2x

fonctions dérivables, fg est dérivable sur R et| pour tout x réel, f{(x) = o

Soit f7 : x — In(Inx).

o f7 est définie sur 'ensemble des réels x tels que In x > 0. Par stricte croissance de la fonction In sur R, et le fait que In1 = 0, on en

déduit que| Dy, =]1, +ool.

e La fonction In (celle a I'extérieur de la composition) est dérivable sur R et la fonction In (celle a l'intérieur de la composi-

tion) est dérivable sur |1, +oo[ & valeurs dans R* donc par composition de fonctions dérivables, f7 est dérivable sur ]1, +oo] et

pour tout x dans ]1, +-co[, f7(x) = x&\x'

. 2
Soit fg : x > eX XFL
o Les fonctions exp et x — x2 — x + 1 sont définies sur R donc m

e Les fonctions exp et x — x*> — x + 1 sont également dérivables sur R donc par composition de fonctions dérivables, fg est dérivable

sur R et| pour tout x réel, f§(x) = (2x — 1)6"2_"+1.

Correction de 1’exercice 22. Dérivation d’une composée (tres classique)

Soit f: x — (14 x)

D)

1
x .

Montrons que f est bien définie et dérivable sur R¥, puis calculons f'.

Pour tout x € RY, 1+ % > 0 donc par composition, | f est bien définie et deux fois dérivable sur R? .

In(14x)

De plus, pour tout x € R%,ona f(x) =e~ = donc

* x—(14+x)In(1+x) mha+x
VxeR:, f(x) = ( (x +)1)x(2 ) P
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In(1+x
2) Notons que pour tout x € R}, onax+1>0,x2 > 0ete & 5 0done f'(x) est du méme signe que x — (1 + x) In(1 + x).

Ainsi, | " est du méme signe que la fonction b : x — x — (14 x) In(1 + x).

Etudions alors le signe de & sur R*,..

Par composition de fonctions dérivables, h est dérivable sur R?, .

De plus, pour tout x € R%, onah’'(x) = —In(1 + x) < 0 car x > 0 et In est strictement croissante sur R*,..
De ce fait, I est décroissante sur R* et par opérations sur les limites, lién h=0.

Or, par le théoreme de la limite monotone, pour tout x € R* , i(x) < li(I)nh d’out pour tout x € R% , onai(x) < 0.

Par conséquent, pour tout x € R% ,ona f'(x) < 0 donc ’ f est décroissante sur IRY..

3) Déterminons la limite de f en 0.

Pour x proche de 0, on a:

. . In(1+x o . . . L
On sait que hrré In(+x) = 1 (limite usuelle par taux d’accroissement) et que exp est continue en 1 donc par composition de limites :
x— X

li(r)n f existe et vaut e.
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3.4 Correction des exercices sur les primitives

Correction de "exercice 23. Primitives.

Dans toute la suite, F désignera une primitive de f si celle-ci en admet au moins une.

1) Soitf:xb—>45x8+6x2—18x+7.‘F:xH5x9+2x3—9x2+7x.

2) Soit f:x+> +— | Fix—Infx|+ 1

3) Soit f:x — i F:x»—>fln(|1fx|).‘

of 1 . 1
4) 801tf.xb—>m~ F.X'—)—m.

5) Soit f: x > x(2x2+1)4.’ F:xes %(2x2+1)5.‘

6) Soit f : x Hﬂ+1.‘F:xH%x3/2+x.‘

7) Soit f : x — sin(2x).‘ F:x— —1cos(2x). ‘

8) Soit f: x — (i F:xr—>72(le+2).

9) Soit f: x ++ xe¥ .| F: x s Le¥*

10) Soit f : x + S0

18eesx | Frx —%ln|2+3cos(x)\.‘

11) Soit f : x — M‘F S fcos(ln(x)).‘

X

12) Soit f : x

F:x — In(/In(x)|). |

Alnx

Correction de 1’exercice 24. Primitivation par parties.
1) Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R. Montrons que uv est dérivable sur I et (uv)’ = u'v + uv'.

Soit 2 un réel de I. Montrons que uv est dérivable en a et que (uv)'(a) = ' (a)v(a) + u(a)v' (a).

Pour tout x de I tel que x # a,ona

(wo)(x) — (wo)(a)  _ u(x)o(x) —u(a)o(a)

x—a x—a
_ (u(x) —u(a))o(x) + u(a)(v(x) —v(a))
= 7u(x3)c : Z(a) v(x) 4+ u(a) 70(32 : Z(u)

Comme v est dérivable en g, alors v est continue en a donc lim v(x) = v(a).
x—a

u(x) — u(a)

De plus, u et v sont dérivables en a donc lim =1/(a) et lim ox) —vla) =7(a).
xX—a X —a xXx—a X—a
(uv)(x) — (uv)(a)

Par opérations sur les limites finies, on obtient que x —
xX—a

Ainsi, on a prouvé que uv est dérivable en a et que (uv)'(a) = u'(a)v(a) + u(a)v'(a).

uv est dérivable sur I et (uv) = u'v+ uv'. ‘

2) Montrons que f : x — xe* admet des primitives sur R que 1’on déterminera.
Onposev: x> xetu:x— e desorte que u et v soient dérivables sur R et f = u'v.

D’apres la question précédente, on a f = (uv)’ — uv’ soit pour tout x de R, f(x) = (uv)’(x) — e*.

Or, x — e est une primitive de x — ¢* sur R donc par somme de primitives, x — (uv)(x) — e* est une primitive de f sur R.

x — xe* admet des primitives sur R et I'ensemble de ses primitives sur R est {x — xe¢* —e* +C|C € R}. ‘

3) Montrons que f : x — x2%2 In(x) admet des primitives sur R*. que ’on déterminera.

admet une limite finie en a qui vaut u’(a)v(a) + u(a)v’(a).

52025
Onposev:x— —— 2025 etu : x — In(x) de sorte que u et v soient dérivables sur R et f = u/v.
2024
D’apres la question précédente, on a f = (uv)’ — uv’ soit pour tout x de R, f(x) = (uv)’(x) — ;0?
52025 52024 52025
Or, x — 20257 est une primitive de x — —— 2095 SW R% donc par somme de primitives, x — (uv)(x) — 2057 est une primitive de f
sur R .
52025 42025

x — x2024 In(x) admet des primitives sur IR’ et I’ensemble de ses primitives sur RY. est {x = 5035 In(x) — 2025)

2+C\C61R}
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3.5 Correction des exercices sur le calcul intégral

Correction de 'exercice 25. Utilisations du théoréme fondamental.

1) Ona [ (2 =2 F
) na/0 (" —t+1) t_{§_5+t
/2 i /2
2) Ona/ cos(2t) dt = {sm(Zt)}
0 2 0

3) Ona/onsin (é) dt = [—3cos(t/3)]]

G 1t =5
it " —t+ t= -
Lsm /0( ) 3

S

2

/2
oit / cos(2t) dt = 0.
0

" 7T
donc /0 sin(%) dt:%-

1

1 42 1 4 _
4) On a/ te* dt = {88} soit / tet dr = © !
0 0

0

8

2 dt 2 2t
5) Ona/1 ﬁz {Zﬂ]lson ; W_

=2(v2-1).

Lo 1] 1o 1
6) Ona/0 mdtf{—mhdonc /0 mdtfi

7) Ona/l#dt— LS 1donc /1;dt—i~
o (264337 | 4 (2t43)2], o (24327 225

8) Ona/f# = [In(J¢])]? soit /12% —n(2).

9) Ona/:zl # = [In(|¢)] -2 soit /:21 ? — _n(2).

10) Ona /O.n/z %c(fs)(t) dt = [—In(1 +cos(t))}g/2 soit /:/2 % dt = In(2).

1) Ona‘/ol %dt: E 1n(36’2t+1)}:soit /01 3;;1 e 111(362+é)—ln(4)
2

1

12) Ona/fmdt:[1n(1n(t)+1)]$donc /1 @£ @ = n(n@) +1).

Correction de l’exercice 26. Utilisations

1) Par intégration par parties, on a

1
Ainsi, on a / tet dt = 1.
Jo

2) Par intégration par parties, on a

1

d’une intégration par parties.

1 -1
tetdt = [tef]} —/ et dt
/ el - [

= el
2 2 1
/1 In(t)dt = [tln(t)ﬁ—/l Ex gt
— 2In(2) - [}

2
Ainsi, on trouve / In(t)dt =2In(2) — 1.
1

3) Par intégration par parties, on trouve

/01 tsin(t) dt = sin(1) — cos(1).

4) Par intégration par parties, on trouve

1
Ainsi, / t\/1+tdt:w-
0
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42 4x (252 -1)
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5) Par double intégration par parties, on a

1 1 1
/ fetdt = [tzet} 72/ te! dt
0 0 0

e—2<[tet](]]—/oletdt>

= e—2(e—[e']p)

= e—2(e—e+1)

1
Ainsi, on a / et dt =e—2.
Jo

6) Par double intégration par parties, on obtient
1 1
/ etcos(t)dt = [ cos(t)]} +/ et sin(t) dt
0 0

= ecos(1) — 1+ [e'sin(t)] — /01 e’ cos(t) dt

e(cos(1) +sin(1)) — 1
5 .

1 1 1
Ainsi, /0 ¢ cos(t) dt = e(cos(1) +sin(1)) — 1 — /0 ¢! cos(t) dt d’ott ./0 et cos(t) dt =

Correction de I'exercice 27. Etude d’une suite d’intégrales.
On considere la suite (I,),en définie par

1
VneN, I, = / #et dt.
JO

1) Soit n un entier naturel. Par produit de fonctions continues, la fonction f s "¢’ est continue sur [0, 1] donc I,, existe.

‘ La suite (I;),eN est bien définie.

2) Montrons que la suite (I, ),en est décroissante.

Soit n un entier naturel. Comparons I, et I;;11.

1
Ii— Iy = /0 (et — " 1et) dt (par linéarité de l'intégrale)

1
= /0 (1 — t)e dt

Pour tout t de [0,1],onat" > 0,1 —t > Oete! > 0donc par produit, (1 — t)et > 0et par positivité de I'intégrale, on a I,, — I,,;1 > 0.

’ La suite (I;),en est décroissante. ‘

3) Montrons que la suite (I),en converge vers 0.

Soit 1 un entier naturel. Par croissance de exp sur [0,1], on a pour tout ¢ de [0,1], 0 < "¢’ < t"e.

1 e
Par croissance de l'intégrale, ona I, <e / t"dtsoit0 < I, < 31
Jo
. . e . N ’
Puisque lgn 1 0, on obtient par théoreme d’encadrement que‘ (In) converge vers 0.
n—o0

4) Soit n un entier naturel. Trouvons une relation entre I, 1 et ;.

Par intégration par parties, on a:

11
I = {t”“et}o 7/0 (n+1)t"" dt

Ainsi, on trouve’ pour tout n entier naturel, ona I, ;1 =e— (n+1)I,.

5) D’apres la question 4), on a

YvneN, e—nl, =111+ I

D’apres 3), (1) et (I,+1) convergent vers 0 donc par opérations sur les suites convergentes, lgn (e —nl,) = 0 soit li%m nl, =e.
n—oo n—oo
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