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CPGE ECG

Mathématiques approfondies

|Cahier de calculs|

Rappels de cours et exercices

Contact : robert.thai@gmx.fr

Introduction

L’enseignement des mathématiques constitue une part importante du programme en ECG.
Il se répartit comme suit :

e 7 heures de cours;

e 2 heures de TD;

o 1 heure de TP informatique avec le langage Python

auxquels viendront se rajouter 1 heure de colle toutes les deux semaines, au moins 6 devoirs surveillés de 4

heures ainsi que des devoirs maisons et des interrogations de cours.

Contrairement aux épreuves du lycée, les calculatrices sont interdites a tous les concours d’entrée dans les
grandes écoles de commerce et aucun formulaire n’est autorisé ni mis a disposition. Il en sera donc de méme

pendant les deux années de préparation a ces concours.

Afin de préparer au mieux la rentrée, je vous propose de travailler ce document sur lesquels vous pourrez
trouver des rappels de notions vues au lycée et plusieurs exercices pour s’entrainer et se renforcer en calculs.

Ce document étant relativement récent, merci de me signaler par mail toute coquille ou erreur.

Pour mieux vous connaitre, un petit devoir de calculs vous attendra le vendredi de la rentrée ©®

Par ailleurs, aucun livre n’est demandé pour cette année : je vous distribuerai au fur et 8 mesure les documents

nécessaires.

* % %
Bonnes vacances!

Rendez-vous a la rentrée!

* Kk X
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1 Calculs sur les réels

1.1 Fractions

,—(Méthode 1 (Opérations sur les fractions)] N\
a
e Bien définir une fraction : le quotient b existe si et seulement si a et b existent et b est différent de 0.
. o . . axc a
e Simplifier une fraction : si g, b et c sont des nombres avec b et ¢ non nuls, alors bxc - b
c
- . . . a ¢ ad+cb
e Additionner (ou soustraire) des fractions : si g, b, ¢ et d sont des nombres avec b et d non nuls, alors B + i
e Multiplier ou diviser des fractions : sous réserve d’existence des fractions suivantes, on a
. a_ c axc 1 d H a d
i) = x= = i) = = = i) £ = 242
) 5%3 = bxd Dz =g oo = g
d
La relation iii) peut se résumer en la phrase "diviser par une fraction revient a multiplier par son inverse".
. 7
Définition 2 (Fraction irréductible)} N\

On dit qu'une fraction (d’entiers) est irréductible si les numérateur et dénominateur n’ont pas de diviseur positif commun autre

que 1.

Exemple 1. % est irréductible car les diviseurs positifs de 6 sont 1, 2, 3 et 6 tandis que les diviseurs positifs de 25 sont 1, 5 et 25.

2
Exemple 2. 8 n’est pas irréductible (car 2 est un diviseur positif commun autre que 1 des numérateur et dénominateur).

,—(Méthode 3 (Réduire au méme dénominateur)] N
..a ¢ ad+cb . . . ) .
La relation B + 7= pd ™ est pas toujours efficace lorsque b et d sont des entiers présentant des facteurs communs. En effet, si
1 1
on veut déterminer la forme irréductible de la fraction 8 1 la formule nous fait calculer le produit 18 x 12...

On utilise alors la méthode suivante :

1) On décompose les dénominateurs des fractions en produit de facteurs premiers.

2) On cherche le dénominateur commun le plus petit (il s’agira du plus petit multiple commun des dénominateurs).
3) On réduit au méme dénominateur.

4) On simplifie.

1 1
Exemple 3. Pour la fraction —— — —, la méthode s’écrit

B8 12
1 1 1 1 )
B 12~ 2x® 2ix3 (C@pel)
2

3 ,
= ez pxy (Cpe?)

2-3 .
= oy (étape 3))
= 73176 (étape 4))
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1.2 Puissances

Définition 4 (Puissance d’un réel))

Soit x un réel et n un entier naturel. On définit x” = x x x X ... X x et par convention, ¥ =1.
N ——

n

2 3

Exemple 4. Soit x unréel. Ona x” = x x x, x> = x X x X x.

Pourx =2,0na?2® =2x2=2s0it23 = 8.

,—(Proposition 5 (Propriétés sur les puissances)}

Soit x et y deux réels non nuls, n et m deux entiers relatifs.

1

1) 0= F

2) xl’l X x?”l = xlil+ll

x
3) (xn)m = xl’lXW 6) W = xVI—Wl
\ v
. 5 21 -2
Exemple 5. Soit x un réel non nul. Alors x™~ = -2 ouencore ™% = oy
Exemple 6. Soit A = ﬁ Alors A = 2271325 s0it A = 2 donc A = —
ple®. T ox® - CE T2

1.3 Développer et factoriser

,—(Proposition 6 (Développer un produit)}

Soita, b, ¢ et d des réels.
1) a(b+c)=ab+ac

2) (a+Db)(c+d)=ac+ad+ bc+ bd

Exemple 7. Soit x un réel. On pose A = 4(2x — 3). On développe A et on trouve | A = 8x — 12.

Exemple 8. Soit x un réel. On pose B = (x — 2)(2x + 1). On développe B et on trouve

B =2x%—3x—

Corollaire 7 (Factoriser une somme))

Soit a, b et ¢ des réels. Alors ab + ac = a(b + ¢).

Exemple 9. Soit x un réel. On pose C = 2x? — 4x. On factorise C par 2x et on trouve | C = 2x(x — 2).

Exemple 10. Soit x un réel. On pose D = (3x 4+ 2)(x — 3) — (x —2)(2x — 6).

On observe que D = (3x +2)(x —3) — (x —2) x 2 x (x — 3).

On peut alors factoriser D par x — 3 et on trouve D = (x — 3)((3x +2) — 2(x — 2)) soit’ D= (x-3)(x+6). ‘

ROBERT THAI
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1.4 Identités remarquables

,—(Proposition 8 (Identités remarquables)}

Soit a et b des réels.

1) (a+b)? = a®+2ab+ b?
2) (a—b)?=a?—2ab+1?
3) (a+b)(a—Db)=a®>—1b

Exemple 11. Soit x un réel. On pose A = (2x + 3)2. On développe A grace a I'identité remarquable 1) et on trouve ’ A =4x? 4+ 12x +9. ‘

Exemple 12. Soit x un réel. On pose B = (3x — 4)2. On développe B grace a I'identité remarquable 2) et on obtient’ B =9x% — 24x + 16. ‘

Exemple 13. Soit x un réel. On pose C = (2x 4+ 1)(2x — 1). On développe C suivant I'identité remarquable 3) et on a

,—(Corollaire 9 (Factoriser a ’aide d’une identité remarquable)]

Soit a et b des réels.
1) a®+2ab+b? = (a+b)?
2) a? —2ab+b? = (a—b)?

3) > —b? = (a+b)(a—1D)

Exemple 14. Soit x un réel. On pose A = 4x> — 12x + 9. On reconnait alors I'identité remarquable 2) et on trouve | A = (2x — 3)2.

Exemple 15. Soit x un réel. On pose B = (2x +1)2 — (x — 1)2.
On reconnait I'identité remarquable 3) et on obtient C = 2x +14+x —1)(2x +1 — (x — 1)) soit| C = 3x(x + 2).

1.5 Racines carrées

Définition 10 (Racine carrée d’un réel positif)}

Soit a un réel positif. On note 1/a 'unique réel positif dont le carré vaut a.

Autrement dit, pour tout réel x positif, on a =g x= Va.

Exemp1e16.0\/6:O o Vi=2 e V16=4
e Vi=1 e V/9=3 e /25=5.
,—(Proposition 11 (Propriétés des racines carrées)] \
Soit a et b deux réels positifs.
1) (Va)*=a
2) Vab=/ax+b
3) Sib estnon nul, alors \/E = ﬁ~
b Vb
4) Pour tout x réel, ona x> = a < (x = y/aoux = —/a).
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Exemple 17. On veut écrire les réels suivants sous la forme av/b avec a un réel et b un entier le plus petit possible :

e Soit A = /20. Alors A = /4 x 5donc A = V45 d’ott| A = 2/5.
. 501tB—\/7AlorsB— 2x 3 Bf‘f\/»d’ %ﬂ

Exemple 18. On veut simplifier les produits suivants :

e Soit A = (v2 —/3)%. Alors A = (v/2)2 —2v/6 + (v/3)? soit
o Soit B = (2~ /5)(2+/5). Alors B = 22 — (v/5)? soit [ B = —1.|

. SoitCzy/l—i—gy/l—i
16 .
AlorsC71/ 1+ 17— soit C = - CequlsecntC—\/ ouencoreC \/gson C=

,—(Méthode 12 (Multiplier par la quantité conjuguée)}

SIS

Soit a et b deux réels positifs. On appelle quantité conjuguée de /a 4 Vb (resp. v/a — V/b) le réel \/a — /b (resp. v/a + V/b).

. A LI . a 2 g c . . . T .
Si on veut éliminer les racines carrées d’une fraction de la forme m avec c un réel, il suffit de multiplier cette fraction au
a

numérateur et au dénominateur par la quantité conjuguée du dénominateur.

1
1) Sia et b sont différents et non tous nuls, ———= est bien définie et en multipliant par la quantité conjuguée, on obtient

Va+vb
1 va—+b

Va+vb  (Va+vb)(Ja-Vb)

_ Ya-vb
a—b
2) Sia et b sont différents et non tous nuls, ———— est bien définie et en multipliant par la quantité conjuguée, on obtient

Va— b
1 Va+ Vb
Va—+b (va—vb)(va+vb)

Va+vb
a—b

Exemple 19. On veut réécrire les expressions suivantes sans racine au dénominateur.

-1
e Soit A = 5 . On multiplie par la quantité conjuguée du dénominateur et on obtient A = 3(\/57) soi
VE+1 (v5)2 —12 4

1++/5 (1+v5)(3+5)

5 ) 5 5) . 34+5+3V/5+5
. é 6 , = TV T VY oitB= 2" YT 2VI T qou| B =2+ 5.
3-56 32— (V5)? 4

e Soit B = Par la méme méthode, on obtient B =

1.6 Inégalités

,—(Déﬁnition 13 (Inégalité entre deux réels)]

Soit x et y deux réels. On dit que x est inférieur ou égal a y (et on note x < y) si la représentation de x sur la droite réelle est située

a gauche de celle de y. Autrement dit, x < y si et seulement si 0 < y — x (ou encore x — y < 0).

\ J

,—(Proposition 14 (Inégalités et opérations)]

Soit x, y, z et t des réels.
1) Conservation des inégalités par somme. Six < yetz <talorsx+z <y -+t
2) Conservation des inégalités par multiplication par un réel positif. Si A est un réel positif et si x < y alors Ax < Ay.

3) Changement d’inégalités par multiplication par un réel négatif. Si A est un réel négatif et si x < y alors Ay < Ax

ROBERT THAI 6/31
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Exemple 20. Soit x un réel tel que —1 < x < 2.
e Encadrons 2x — 3. Puisque 2 > 0,ona —2 < 2x < 4donc —2 -3 <2x -3 <4 —3soit| -5 <2x -3 < L.
e Encadrons 7 — 5x. Puisque —5 < 0,ona —10 < —5x < 5donc7 — 10 < 7 — 5x < 7+ 5 s0it| =3 < 7 — 5x < 12.

,—(Proposition 15 (Inégalités et fonctions monotones)}

Soit I un intervalle de R, f une fonction définie sur I et x, y deux réels dans I.
1) Si f est croissante et si x < y alors f(x) < f(y).

2) Si f est décroissante et si x < y alors f(y) < f(x).

Exemple 21. Soit x un réel tel que —1 < x < 2.
e Encadrons 2x — 3 par une autre méthode.

La fonction f : t — 2t — 3 est affine de coefficient directeur positif donc f est croissante d’out f(—1) < f(x) < f(2) soitm
e Encadrons 7 — 5x par une autre méthode.

Lafonction g : t — 7 — 5t est affine de coefficient directeur négatif donc g est décroissante d’ot1 g(2) < g(x) < g(—1)soit| —=3 < 7 —5x < 12.

Exemple 22. Soit x un réel tel que 1 < x < 3.

e Encadrons 2x2 — 3. Par croissance de la fonction carrée sur R et sachant quel < x < 3,ona 12 < x%2 < 32 s0it1 < x2 < 9 donc

2-3<2x?2 -3< 18 —3soit| -1 <2x* -3 < 15.

4 1 1 1 4 4
e Encadrons — — 1- La fonction inverse étant décroissante sur R et sachant que 1 < x < 3,0ona 3 < =< 1 soit 3~ I1<--1<4-1
x x x
1 4
dott| 2 <>-1<3
3 " «x

,—(Déﬁnition 16 (Valeur absolue d'un réel)] N

Soit x un réel. On appelle valeur absolue de x le réel noté | x| définie par

X six >0
x| = ,
—X six <0

En particulier, |x| = max(x, —x) (le plus grand réel parmi x et —x).
\ v
,—(Proposition 17 (Propriétés de la valeur absolue)} N

1) Pour tout x réel, on a |x| > 0.

2) Pour tout x réel, on a |x| = 0 si et seulement si x = 0.

3) Pour tous réels x et y, ona |xy| = |x||y|.

4) Pour tous réels x et y, on a |x +y| < |x| + |y| (inégalité triangulaire).

5) Soit x un réel et a un réel positif. Alors |x| = a si et seulement six = a ou x = —a.

6) Soit x un réel et a un réel positif. Alors |x| < asietseulementsi —a < x < a.

7) Soit x un réel et a un réel positif. Alors |x| > a et seulementsi x > aoux < —a.

8) Pour tous réels x et y, on a |x| = |y| si et seulement si x =y oux = —y.
\ v
Exemple 23. Soit x un réel.
1) Ona |x —1| < 3sietseulementsi —3 < x — 1 < 3 c'est-a-dire —2 < x < 4.
2) Montrons que |x| < |x — 1] + 1.

On écrit |x| = |(x — 1) 4 1] et par inégalité triangulaire, on a |x| < |x — 1| + |1| soit |x| < |x — 1| + 1.

ROBERT THAI 7/31
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1.7 Exercices sur les réels

,@D Exercice 1. Fractions sous forme irréductible.

Mettre sous forme irréductible les fractions suivantes :

12 3 5_3

_ 1z — > _ 35

1) A 3 5) E 4><64 S)H_E_,’_Z
21 3 20

2) B=— 27 3 1
1 1 3 1 _ 5

3) C=5+ - 11~ 13
3 4 9 34
11 7 G=2 10) J= 2 X375
49 D=3-7 2 T4y2x 3

& Exercice 2. Calculs et puissances.

Soit a, b et ¢ des réels non nuls. Simplifier et donner le résultat sous la forme d'un produit ou d’un quotient de puissances a exposants

positifs :
(@ by (ab?)~23at
D A= g2y Y D= e
(@)1 = (—a?®)2(a b7 2)2 (—ab"2)
2) B= Ca-lp2 5 E= adc1(ab=2c~2)4 ’
_ (—a)3bct _ (@) (=a?h)
3 C= b(—c)%a* ’ 6) F= —(—ab1)3

& Exercice 3. Autour des identités remarquables.

1) Soit x et y deux réels. Développer les expressions suivantes :

a) A= (x+1)%;
b) B=(x—1)%;
¢ C=(2x+1)%;
d) D= (3x—2);
e) E:(l—x)z;

f) F=(2x—y)?
g) G = (3x+4y)%;
h) H = (-7x+2y)?;
2

b 1= (5

2) Soit x et y deux réels. Factoriser les expressions suivantes :

a) A=2x2—4; e) E=(x+2)2—(x—1)%
b) B=16—x?; f) F=(2x—1)%2— (x+3)%;
) C=4x>—-9; g) G=(2x+3)2-9(x—1)%;

d) D =2x%-25;

h) H=4(x+3)? - 25(x +1)%;

# Exercice 4. Un cas particulier de la formule de Bernoulli.
1) Soita et b deux réels.

a) Montrer que a® — b® = (a —b)(a® + ab + b?).

- ¥)2.
])]—(435*5),
x+2y\?
(*5%)

_ —x+3y\?
1)L7< : )

K K=

) I=(x+y)?—(x—y?*

) J=(2x+y)? - (22 —29)%;

k) K =25(—x+y)?— (2y +3x)%;
) L=4(x—2y)>—16(2x +y)>.

b) Montrer que a* — b* = (a> — b?)(a® + b?) puis déterminer une factorisation de a* — b* par a — b (cette factorisation doit ressembler

a celle obtenue a la question 1.a)).

2) Soit x et y deux réels. Factoriser les expressions suivantes :

a) A=x3-1; c) C=125x%—1;
x3
b) B=8—x3; d)ngfl;

ﬁn Exercice 5. Racines carrées.

e) E=x%+8y°%;

f) F=x%P+1;

g) G=(xy)*-1;
h) H = 16x* — 8.

1) Eerire les réels suivants sous la forme av/b o1 a est un réel et b un entier supérieur a 2qui soit le plus petit possible :

ROBERT THAI
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2)

a) A =+/18;
b) B = 24;
Q) C =+/32;

d) D =V50+8;
e) E=+/48—+/147;

28

f)F: gf

Simplifier les expressions suivantes :

a) A= (vV2+1)%;

b) B=(v3-1)%;

o C=(V5-v2)?

d) D= (1+v3)(1-+3);
e) E=(7+V2)(7-V2);

f) F_,/szx,/2+—

ﬁD Exercice 6. Inégalités.

32
) H=1/3
1 32

Jn_pﬁ

g) G=\/V5-1xy14+5

1
WA= h
)I_x/§+2

==
N V2-5
J)Ifzﬁﬂ

1) Soit x un réel compris entre 0 et 2. Donner un encadrement des expressions suivantes :

a) |x+3l;

2) Preuves d'inégalités.

a) Montrer que pour tout x réel positif, on a

. 3
b) Montrer que pour tout x réel compris entre 2 et 5, ona - <

c) Montrer que pour tout x réel compris entre 1 et 3, on a |x3 — 5x% 4 11|

b) 3x—-7; c) —4x+5; d)

X
R
2x—1 _ 9
<,
25 x 5
<

33.

d) Montrer que pour tout x réel, ona |x — 2| < |x — 1] + [2x — 3.

ROBERT THAI
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2 Résolutions d’équations et inéquations

2.1 Equations

,—(Remarque 18 (Généralités sur les équations)} \

e Ondit que deux équations (E) et (F) sont équivalentes si elle ont méme ensemble de solutions. Dans ce cas, on note (E) <= (F).
e Soit (E) une équation.
1) Sion ajoute ou retranche un réel a I'équation (E), I’équation obtenue est équivalente a (E).

2) Sion multiplie par un réel non nul I'équation (E), 'équation obtenue est équivalente a (E).

Remarque 19 (Remarque tres utile sur les réels)} \

Un produit de réels est nul si et seulement si au moins un des facteurs est nul.

Définition 20 (Equation du premier degré)} \

On appelle équation du premier degré toute équation de la forme ax + b = 0 avec a et b des réels connus o1 a est non nul et x est

I’inconnue.

,—(Proposition 21 (Résolution d'une équation du premier degré)] \

Soit a et b deux réels tels que a est non nul et (E) 'équation ax +b = 0.

L’ensemble des solutions de I’équation (E) est < — -

Autrement dit, (E) admet une unique solution qui est — .

3
Exemple 24. o Soit (E) I'équation 2x — 3 = 0. | L'unique solution de (E) est >

e Soit (F) I'équation 3x — 2 = x + 3. Dans ce cas, (F) <= 2x — 5 = 0 donc| l’équation (F) admet une unique solution qui est g

Exemple 25. e Soit (E) 1'équation (2x + 3)(3x — 1) = 0. Comme un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins un de ses

1
facteurs est nul, ona (E) <= (2x +3 = 0 ou 3x — 1 = 0). Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E) est {— g, 3 }

e Soit (F) I'équation (x +2)(2x —1) = (2x +4)(2x + 1).
On observe que (F) <= (x +2)(2x — 1) —2(x +2)(2x + 1) = 0 et en factorisant le membre de gauche par x + 2, on trouve (F) <=
(x+2)((2x —1) —2(2x+1)) = 0soit (F) <= (x +2)(—2x — 3) = 0. Comme un produit de facteurs est nul si et seulement si au moins

2

3
un de ses facteurs est nul, | 'ensemble des solutions de (F) est { -2,—= }

Définition 22 (Equation du second degré)}

On appelle équation du second degré toute équation de la forme ax? + bx + ¢ = 0 oi1 4, b et c sont des réels connus avec 2 non nul,

et x est I'inconnue.
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,—(Méthode 23 (Résolution par factorisation)} ,

Soit a, b et ¢ des réels avec a non nul et (E) I'équation ax? + bx +c = 0.
Si on peut trouver a et B des réels tels que pour tout x réel, ax? + bx + ¢ = a(x — «)(x — B) alors « et B sont les solutions (non

nécessairement distinctes) de (E).

Exemple 26. o Soit (E) 'équation x? — 3x +2 = 0. On note que pour tout x réel, x> —3x +2 = (x — 1)(x — 2).

Ainsi, (E) <= (x —1)(x — 2) = 0 donc | I'ensemble des solutions de (E) est {1,2}. ‘

e Soit (F) I'équation 4x2 — 4x + 1 = 0. On note que pour tout x réel, 4x> —4x +1 = (2x — 1)2.

2

Ainsi, (F) <= (2x —1)? = 0 donc | I'ensemble des solutions de (F) est {1 }

La méthode par factorisation est utile si I’'on remarque une telle écriture. Si ce n’est pas le cas, on dispose du résultat général suivant.

,—(Proposition 24 (Résolution des équations du second degré)j N

Soit a, b et ¢ des réels avec a non nul et (E) I'équation ax? + bx + ¢ = 0.

On note A = b? — 4ac (appelé discriminant de (E)).

b VA  biVA.

2a 2a

1) SiA > 0,l'équation (E) admet deux solutions réelles qui sont

b
2) Si A =0, l'équation (E) admet une unique solution réelle qui est — %

3) SiA < 0,1’équation (E) n’admet pas de solution réelle.

Les nombres complexes ne sont pas au programme en ECG!

Exemple 27. o Soit (E) I'équation x> —x —1 =0.

1- 1
Le discriminant de (E) vaut (—=1)2 —4 x 1 x (—1) = 5 > 0 donc| (E) admet deux solutions réelles qui sont 2\/5 et +2\/§-
. » . , 4 1
e Soit (F) I'équation 4x~ — 3% + 5= 0.

2x4 6

2 (-4
Le discriminant de (F) vaut <§> - %6 = 0 donc en notant que M = 1, on a que | (F) admet une unique solution qui est %

e Soit (G) 'équation x2 + 2x + 3 = 0. Le discriminant de (G) vaut 22 — 4 x 3 = —8 < 0 donc| (G) n’admet pas de solution réelle.

Dans la suite de cette sous-section, nous regarderons des équations avec quotient.

(—=x+5)(3x+6)
(x+1)(2x +3)
> L'équation (E) est définie sur {x € R : (x+1)(2x+3) # 0}.
Pour tout x réel, (x +1)(2x+3) =0<=x=—-1 ou x = —g donc (E) est définie sur R\ {3, —1}.

Exemple 28. o Soit (E) I'équation =0.

> Soitxunréelde R\ {—3,—1}.

(=x+5)(3x+6)

Gin@i "0 o (ErdGr+e =0

<~ x=5 ou x=-2

L'ensemble des solutions de (E) est {—2, 5}. ‘

. . 3x+1
Soit (F) I’équat
e Soit (F) I'équation P

> L'équation (F) est définie sur {x € R : 6 — 5x # 0} donc (F) est définie sur R \ {g}

=2.
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> Soit x un réel dans R \ {g}

3x+1 _, . 3x+1_2(6-5)
6—5x 6—-5r  6—5x
3x+1-2(6—-5x)
= R — =0
— 1Bx—11
6—5x
— 13x—-11=0
<~ X_lf1
13
N . 11
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est {ﬁ }
2x2 —3x+1
E le 29. it (E) 1'é ion —————— =0.
xemple 29. e Soit (E) I'équation 2 v 16 0

> L’équation (E) est définie sur R\ {x € R : x> —5x + 6 = 0}.
Notons que pour tout x réel, x> — 5x + 6 = (x — 2)(x — 3) donc (E) est définie sur R \ {2,3}.

> Soit x unréel de R\ {2,3}.

2x2 —3x+1 )
- = 2x° — 1=
2 5:76 0 +— 2x"—-3x+ 0
= (2x—1)(x—-1)=0 (%)
1
— x=5 ou x=1

A la ligne (x), si vous ne pensez pas a cette factorisation, vous pouvez résoudre I'équation 2x2 — 3x +1 = 0 en passant par le
discriminant et on retrouvera le méme résultat.
2x—-3  x+1
e Soit (F) I'équation = :
(F)Teq x+1 x—2
> L'équation (F) est définie sur R \ {—1,2}.

> Soitxunréelde R\ {—1,2}.

2x—3  x+1 (2x—3)(x—2) — (x+1)2 _
F1Cx2 GrD—2) O
(x+1)(x=2)

— x>-9x+5=0
9 — /61 o) V61
2

L'équation x> — 9x + 5 = 0 a pour discriminant 92 — 4 x 5 = 61 > 0 donc admet deux solutions qui sont o)

9 /61 9\/61}.

2 7 2

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est {

Exemple 30. Soit 1 un réel. On consideére I'équation (Ey,) : (m + 1)x? — 2x +m = 0.

Discutons de la résolution de (E;;) suivant la valeur de m (notons S,,) I'ensemble des solutions réelles de (Ey)).
e L'équation (E,,) est du second degré si et seulement si m +1 # 0.

e Supposons m + 1 = 0 c’est-a-dire m = —1. L'équation (E,,) s’écrit —2x — 1 = 0 qui a pour unique solution — %
e Supposons m # —1. Le discriminant de (E,,) vaut 4 — 4m(m +1) = 4(1 — m — m?).

Dans ce cas, (E;;) admet au moins une solution réelle si et seulement si —m?2—m+1>0.

—1 5 —-1—+/5
La fonction trindme t — —#2 — t + 1 admet pour discriminant 5 > 0 donc admet deux racines réelles qui sont +v5 et \f
p q 5 5
—1—+v5 -1 5
Ainsi, (E,;) admet au moins une solution réelle si et seulement si m appartient a |:2\/7, %f .
-1—+5 -1 5 1
> Sim e {Z\f' er\f} alors (E;;) admet une unique solution qui est i
> Sim €] _15‘/5, _1'5‘/§[a10rs (Em) admet deux solutions réelles qui sont 2’22\6’;’;’)’"’2 =1= }njr"l”mz et ZHZ(:,;’;’)””Z = 1+V}';’¥*"12
{f %} sim=—1
s @ sim €] — oo, LPB[U]HS, oo
(Em) = 1 . “1-V5 —145
{m+1} SImG{Tf’Tf}
—V1—m—mZ2 —m—m2 : —1-v6 —1+5
(S SEEE) it 2l
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2.2 Exercices sur les équations

&9 Exercice 7. Equations se ramenant a des équations du premier degré.

Résoudre les équations suivantes :

1) 2x—-3=7; 4) x(x—1)=x(x+2);
2) —x+11 = 5x; 5) (2x—5)(x+2) = (4x +8)(3x — 11);
3) 3x—2=2x +11; 6) (3x+3)2(x—3) = (x+1)2(2x — 5).

z@D Exercice 8. Equations de premier degré avec parametre.

Soit m € RR. Discuter de 1’ensemble des solutions des équations suivantes suivant le parameétre 1 :

1) mx+7=5; 3) (m+2)x—4=2m;

2) (1-m)x+5=11; 4) (m?-2m+1)x+m=1

& Exercice 9. Equations du second degré ou équations s’y ramenant.

Résoudre les équations suivantes :

1) x¥>4+x-6=0 7) ¥ =3x24+1=0

2) 4x* —2x+1=0 8) (x+1)2-5(x+1)+6=0

3) 2—x—-1=0 9) (—2x+1)2—7(—2x+1)+12=0
4) 2+x+1=0 10) x* —x*+x2=0

5) 2x* +x—-3=0 11) x*+2x3 -3x2 =0

6) 3x2 —5x+2=10 12) 11x* +44x3 +44x2 =0

& Exercice 10. Equations du second degré avec parameétre.

Soit m € R. Discuter de I'ensemble des solutions des équations suivantes suivant le parametre m :

1) mx? —2x+3m =0 4) 4?2 +2mx+(m—1) =0
1

2) ®+mx+1=0 5) (4m+3)x2+mx+1:0

3) 3x2+2mx+ (1+m) =0 6) (m—2)x>+mx+2=0

/@D Exercice 11. Relations entre coefficients et racines d’un trindme.

Soit a, b, c des réels avec a # 0 et P la fonction trindme définie par
Vx € R, P(x) = ax®+bx+ec.
On suppose que x7 et x, sont des racines distinctes de P c’est-a-dire que P(x1) =0, P(x2) = 0 et x1 # xp.
1) Montrer que pour tout x réel, ona P(x) = (x — x1)(a(x + x1) + b) (on pourra exprimer P(x) — P(x;) en fonction de a, b, x et x1).
2) Montrer que pour tout x réel, ona P(x) = a(x — x1)(x — x2).
3) Développer (x — x1)(x — x2) pour tout x réel.

b c
4) Montrer que x1 + X = - etx;xp = e
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2.3 Inéquations

,—(Proposition 25 (Résolution d’inéquations du premier degré)} N

Soit a et b des réels tels que a est non nul.

1) Sia > 0,l’ensemble des solutions de I'inéquation ax + b < 0 (resp. ax +b < 0) est} —00, ﬂ (resp. } —o00, Z {).

b b
2) Sia < 0,'ensemble des solutions de 'inéquation ax + b < 0 (resp. ax + b < 0) est {a, +00 { (resp. } 2 +00 {).

Exemple 31. e L'ensemble des solutions de 'inéquation 2x +5 < O est | — o0, —5/2].

e L’ensemble des solutions de I'inéquation —3x +2 < 0 est |2/3,40c0].

,—(Proposition 26 (Résolution d’inéquations du second degré)j N

Soit a, b et ¢ des réels tels que a est non nul. On note A = b2 — 4ac.

1) Si A <0, pour tout x réel, ax? + bx + c est du méme signe que a et n’est jamais nul.
2) Si A =0, pour tout x réel, ax? + bx + ¢ est du méme signe que a et vaut 0 seulement pour x = — %-
3) Supposons A < 0. Notons x1, X7 les solutions de 1'équation ax? +bx +c = 0 avec x1 < x.

> Pour tout x de | — o0, x1 [U]x2, +00[, ax* + bx + ¢ est du méme signe que 4.

> Pour tout x de |x, xo[, ax? + bx + c est de signe opposé a a.

Autrement dit, la fonction trindme x +— ax? + bx + ¢ est du méme signe que a en dehors de ses racines et est de signe opposé a a

entre ses racines.

Exemple 32. o Soit (E) I'inéquation x? — 7x + 12 < 0.

Les solutions de x? — 7x + 12 = 0 sont 3 et 4 (en passant par une factorisation ou par calcul du discriminant).

Ainsi, | I'ensemble des solutions de (E) est [3,4]. ‘

e Soit (F) l'inéquation —2x? +3x — 1 > 0.

1 1
Les solutions de I'équation —2x% +3x — 1 = O sont 1 et 3 donc | I’ensemble des solutions de (F) est} 5 1 {

,—(Méthode 27 (Résolution d’une équation rationnelle)} N

Pour résoudre une équation avec un quotient de polynémes,
1) on détermine I'ensemble de définition de I'inéquation (correspondant a I'ensemble des réels n’annulant pas le dénominateur);
2) on factorise le numérateur et on se raméne a un produit de polyndme de degré 1 ou de degré 2 (si c’est possible);

3) alaide d'un tableau de signes construit a part des termes du produit précédent, on peut trouver 1’ensemble des solutions de

I'inéquation de départ.

-2
Exemple 33. o Soit (E) I'inéquation ;.773: <0.

> L'inéquation (E) est définie sur R \ {3}.

> On dresse le tableau de signe de la fonction x g :
X |—o0 2 3 —+00
x—2 - 4) + +
3—x + + ¢ -
I
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Ainsi, | I'ensemble des solutions de (E) est ] — c0,2] U]3, +00]. ‘
. Ve . 2—x 1
e Soit (F) I'inéquation ] > 5
> L'inéquation (F) est définie sur R \ {—1, %}

1
> Soit x un réel de]R\{fl,E}.

@ Ne pas multiplier I'inéquation par les dénominateurs a cause des signes qu’ils peuvent avoir!

2fx> 1 — 2—x 1
x+1 2x —1 x+1 2x—1

2-x)2x—1)— (x+1)

>0

= 0
D@ -1
L, 2443
(x+1)(2x—1)
L’équation —2x% + 4x —3 = 0 n’admet pas de solution réelle car son discriminant vaut 42 — 4 x (—2) x (=3) = —8 < 0 donc
—2x2+4x-3<0.
x —co -1 % +o0
—2x2 +4x -3 — — —
x+1 - ¢) + +
2x —1 - — +
—2x244x-3
EMErE) -+ -
R . 1
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est | —1, 5
2.4 Exercices sur les inéquations
& Exercice 12. Inéquations du premier degré ou s’y ramenant.
Résoudre les inéquations suivantes :
1 x+1
1) 2x+12>3; 3) —= <3; 5 <45
) - ) x—=2 ) —x+3
x+1 x—2 x—1
_ —4: 4 <1; > .
2) “3x+12>-4; ) T2 S O w1’ x 2
z@D Exercice 13. Inéquations du second degré ou s’y ramenant.
Résoudre les inéquations suivantes :
1) x> =7x+6<0 3) 2 44x—1<—x+3 5 20-3  x+3
x+1 x—2
x+2 _x+3 x—3 2x +1
2 4 < ; < .
2) 2x2—-3x+12>0 ) x+1 S x+4’ 6 2x—1 " x+3

z@D Exercice 14. Inéquations avec parametre.

Soit m un réel. Discuter de la résolution des inéquations suivantes en fonction des valeurs de m :

1) mx+3 > m?; 3) (m+1)x* —mx +11 < 2m;

2) (M +1V)x—7<m; 4) X2 —2x+m?<4;

ROBERT THAI 15/31



LYCEE OZENNE ECGA1 2026-2027

3 Calculs sur les fonctions

3.1 Logarithmes et exponentielles

,—(Déﬁnition 28 (Fonction logarithme népérien)} \

On appelle fonction logarithme népérien (notée In) 'unique primitive de la fonction inverse sur RY. s’annulant en 1.

X dt
Dans ce cas, on note pour tout x de R}, In(x) = / —.
J1 ot

De fait, la fonction In vérifie les propriétés suivantes :
1) la fonction In est définie sur RY, ;
1
2) la fonction In est dérivable sur R* et pour tout x dans IR, In'(x) = =;
x

3) In(1) =0.

,—(Proposition 29 (Propriétés du logarithme népérien)} N\

1) Pourtous x ety de R%, In(xy) = In(x) + In(y).
2) PourtoutxdeR%}, In (%) = —In(x)

3) Pour tous x de R et pour tout n entier relatif, In(x"*) = nln(x);

Exemple 34. On veut exprimer les réels suivants uniquement & I'aide de In(2), In(3) et In(5) :
e Soit A = In(16). On écrit 16 = 2* donc par propriété de In,| A = 4In(2).
e Soit B = In(0,125). On écrit 0,125 = 5° x 1073 d’oi1 B = In(5%) + In(10~3) soit B = 31In(5) — 3In(5 x 2) d’oi1| B = —31In(2).

e SoitC =In (11—2> Alors C = —In(12) d’'ott C = —In(3 x 22) donc’ C = —In(3) —2In(2). ‘

e Soit D = In(6,25) Alors D = In(5* x 10-2) soit D = 4In(5) — 2In(5 x 2) donc’ D =2In(5) — 2In(2). ‘

Proposition 30 (Monotonie de la fonction ln)j

Pour tous x,yde R%, (x <y = In(x) < In(y)).

Autrement dit, la fonction In est strictement croissante sur R*. et on a que pour tous x et y de R*, In(x) =In(y) <= x =y.

Exemple 35. e Soit (E) I'équation In(2x — 3) = 0.
> L'équation (E) est définie sur {x € R 2x — 3 > 0}, c’est-a-dire (E) est définie sur |3/2, +o0].
> Soit x un réel dans ]3/2, 4co[. Puisque In(1) = 0 et que In est strictement croissante sur R%, ona In(2x —3) =In(1) <= 2x -3 =1

ce qui équivauta x = 2.

Ainsi,

I'ensemble des solutions de (E) est {2}. ‘

e Soit (F) I'équation In(4x — 1) = In(3 — 2x).
> L'équation (F) est définie sur {x € R : 4x —1 > 0 et 3 — 2x > 0} c’est-a-dire (F) est définie sur ]1/4,3/2].
> Soit x un réel de ]1/4,3/2]. Par stricte croissance de In, on a
In(4x—1) =In(3—-2x) <= 4x—1=3-2x

= x=
=3

2
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est {§ }
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Exemple 36. o Soit (E) I'inéquation In(3x +2) < 0.
> L'inéquation (E) est définie sur {x € R : 3x +2 > 0} donc (E) est définie sur | — 2/3, +o0].
> Soit x unréel de ] —2/3, +oo[. Puisque In(1) = 0 et que In est strictement croissante sur R, on a
In(3x+2) <0 <= In(3x+2) <In(1)
— 3x+2<1

<— x<-—

Q| =

2 1
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E) est } 3 5] .

e Soit (F) I'inéquation In(2 — 3x) < In(2x +1).
> L'inéquation (F) est définie sur {x € R: 2 —3x > 0et2x +1 > 0} donc (F) est définie sur | —1/2,2/3].
> Soit x un réel de | —1/2,2/3[. Par stricte croissance de In, on a

In2—3x) <In(2x+1) <= 2-3x<2x+1

<— 1<5x
= x>1
5

@WIN

1
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est } 5

:

,—(Corollaire 31 (Bijectivité du logarithme népérien)}

dans R% .

La fonction In est une bijection de R* vers R, c’est-a-dire pour tout y de R I'équation y = In(x) admet une unique solution x

,—(Déﬁnition 32 (Nombre d’Euler ou constante de Néper)}

On note e 'unique réel x strictement positif tel que In(x) = 1.

Autrement dit, on aIn(e) = 1 et pour tout x de R}, (In(x) =1 <= x =e).

\

,—(Proposition — Définition 33 (Fonction exponentielle)}

La fonction qui a tout x dans R associe exp(x) est appelée fonction exponentielle.
On note également pour tout x de R, e* = exp(x) !

De la définition de la fonction exponentielle, découlent les propriétés suivantes :
1) ® =1ete! =e.
2) Pour tout x de R, ¢* > 0.

3) Pour tout x de R, In(e*) = x.

Soit x un réel. Il existe un unique z dans R* tel que x = In(z). Dans ce cas, on note z = exp(x) et z est appelé exponentielle de x.

i. on peut prouver par des arguments de continuité que cette notation est compatible avec le passage a la puissance

,—(Proposition 34 (Propriétés de la fonction exponentielle)}

1) PourtousxetydeR, e*"V =e¥ xel.
1
2) PourtoutxdelR, e * = =

3) Pour tout x de R et pour tout # entier relatif, e"* = (e¥)".
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Exemple 37. On veut simplifier les expressions suivantes :

e Soit A=¢"7 xe% Alors A =¢ 713 doncm
17 o 3
) e x e _ . ,
e Soit B = o Alors B = el7+3-10 goit| B = 753,
e

_51\ 2
L~ [eXe ™ (15172 e~ (11,112 _ ,—222
e SoitC = <T> .Alors C = (e )* soit C = (e~ 1) donc

Proposition 35 (Monotonie de la fonction exponentielle)}

Pourtousx,yde R, (x <y = e* <¢Y).

Autrement dit, la fonction exp est strictement croissante sur R et on a que pour tous x ety de R, e* = &/ <= x = y.

Exemple 38. o Soit (E) I'équation e¥¥~! = 1.
> L équation (E) est définie sur R.
> Soit x un réel. On sait que e’ = 1 et par stricte croissance de exp, on a

=1 = o =e

1
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E) est {5 }

e Soit (F) I'équation e 2 = ¥ 2,
> L'équation (F) est définie sur RR.
> Soit x un réel. Puisque exp est strictement croissante sur IR, on a

2_ —
or szex 2

¥—2x=x-2
x®—3x+2=0

(x—1)(x—2)=0

rruot

x=1 ou x=2

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est {1,2}.

,—(Corollaire 36 (Bijection réalisée par l’exponentielle.)j

Plus précisément, si y est dans R*, In(y) est I'unique réel x tel que y = exp(x).

En résumé, pour tout y de R% et pour tout x de R, ona (¢* =y <= x = In(y)).

La fonction exponentielle réalise une bijection de R vers R%, c’est-a-dire pour tout y de R%,, il existe un unique x de R, y = exp(x).

Exemple 39. e Soit (E) 'équation e2*~1 = 2.
> L'équation (E) est définie sur R.
> Soit x un réel. Par stricte croissance de exp, on a

P 1=2 «— 2x—1=In(2)
_ 1+In(2)
T2

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E) est {

e Soit (F) I'équation 207 = 3,
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> L'équation (F) est définie sur RR.
> Soit x un réel. Par stricte croissance de exp, on a

207 =3 = =2

3
2 _ —
= X —ln<2)

<~ x=4/In(3)—In(2) ou x=—4/In(3)—In(2)

Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est {f \/ln(3) —1In(2), \/ln(3) —1In(2) }

Remarque 37 (Dérivabilité de I’exponentielle et fonction dérivée)}

La fonction exponentielle est dérivable sur R et pour tout x de R, exp’(x) = exp(x).

En particulier, exp est une solution de 'équation différentielle y' = y.

3.2 Exercices sur logarithmes et exponentielles

1@3 Exercice 15. Expressions en logarithmes et exponentielles.

Simplifier les expressions suivantes :

1) A = 3¢5 (—de 4x+2) 7) G=In(Ve);
2) B= (%)2—<¥>2 8) H=1In(e3);
3) C = e 1003 5 (p7%2)=2 x (e32)3

4 D=In((2+V3¥)+In(2- V7))
5 E=In(¥Y51) +1n (45).

6) F=én2, 11) K = In(y/e).

9) I= e—2ln3;

10) J =In(e"2);

1@9 Exercice 16. Equations en logarithmes et exponentielles.

Résoudre les équations suivantes :

1) ln(2x) = %; 3) p2x+In2 +ex+ln5 =3;
2) In(x* —1) —In(2x — 1) +In2 = 0; 4) XH6x — 5

1@] Exercice 17. Inéquations en logarithmes et exponentielles.

Résoudre les inéquations suivantes :

1) 1<e 3) e < Ve

2) eltinx > 9. 4) (lnx)2 > 1.
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3.3 Trigonométrie

,—(Déﬁnition 38 (Cosinus et sinus d’un réel)] N

Soit x un réel. Considérons ABC un triangle rectangle en A tel que I'angle ACB soit x. On appelle cosinus de x (resp. sinus de x)
noté cos(x) (resp. sin(x)) le réel défini par

cos(x) = AC [ cOté adjacent resp. sin(x) = AB [ coté opposé
"~ BC \ hypothénuse p- "~ BC \ hypothénuse

,—(Proposition 39 (Propriétés des fonctions trigonométriques)}

1) Les fonctions cosinus (notée cos) et sinus (notée sin) sont définies sur R et 271-périodiques, c’est-a-dire pour tout x de R,

cos(x +2m) = cos(x) et sin(x+2m) = sin(x).
2) La fonction cos (resp. sin) est paire (resp. impaire) c’est-a-dire pour tout x de R, cos(—x) = cos(x) (resp. sin(—x) = —sin(x)).

3) Les fonctions cosinus et sinus sont dérivables sur R et

cos’ = —sin et sin’ = cos.
4) Valeurs remarquables :
x |05 3|5 |3
3
cos(x) | 1 % 4 1 0
sin(x) [0 1 |2 | ¥ |1

5) Variations des fonctions trigonométriques. Soit k un entier relatif.
cos est strictement décroissante sur [2k7t, (2k + 1)7] et strictement croissante sur [(2k + 1)7, (2k + 2)71] et sin est strictement

croissante sur [— 7 + 2k7t, 5 + 2k7] et strictement décroissante sur [ + 2k7t, 5 + (2k + 1) 7).

,—(Proposition 40 (Relations trigonométriques fondamentales)] \

Soit a et b deux réels.
1) cos?(a) +sin®(a) =1;
2) cos(a+ b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b);

3) sin(a+ b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a).

Exemple 40. e On veut calculer cos (%)
2T T donc
12 3 4

w(Z) = w (i)

On observe que

Il
(e}
o
@

~~
w3
~
o
o
@
~
b
~—
+
5
~

\

~—
]
8
=3

—

\

~

(par parité de cos et imparité de sin)

1
Ainsi, | cos (%) = ;\/\i/g

e Calculons sin <%> .
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> Meéthode 1. On utilise encore le fait queE =0 Tt
12 3 4
L (T L (T T
in() = sn(5-3)
T T . f . s .
= sin (5) cos (Z) — Cos (7) sin (Z) (par parité de cos et imparité de sin)
_ VB V2 1 Ve
o272 272
_ Va1
2v2
; i in2 = 1 — cos? in(E) =, /1—cos2 (- in( ) = - /1—cos? (~
> Méthode 2. On sait que sin” = 1 — cos doncsm(u) 1 — cos (12)0usm(12) 1 — cos (12).
On note que sin est positive sur {O, %} et puisque % est dans [0, g], on a sin (% > 0 donc sin (%) = /1 —cos? (%)

[y

2
D’apres le calcul précédent, on a sin (%) =4|1- (1;—\/?) soit sin (%) =4/1- 4 +§\@ donc sin (%) =1/ #

-1
En écrivant 4 — 2v/3 = (v/3 — 1)* et sachant que v/3 — 1 > 0, on obtient sin (%) = 7\/25\/5 .

. V3-
s (%) - zgﬁl'

Dans tous les cas, on a obtenu que

,—(Proposition 41 (Réels ayant méme cosinus ou méme sinus)j

Soit x et y deux réels.
i) cos(x) =cos(y) <= (Fke€Z, x=y+2km ou x = —y + 2km)

ii) sin(x) =sin(y) <= (Fk€Z, x=y+2km ou x =m—y+2n)

2
Exemple 41. e Soit (E) I’équation cos(2x) = % sur [0, 271].

2
> Tout d’abord, on s’intéresse a 'équation (E’) : cos(2x) = % sur R.
Soit x un réel.

cos(2x) = ? <= cos(2x) = cos (g)

— dkeZ, 2x:g+2k7r ou 2x:f%+2k7r

— dkeZz, x:g-i-knoux:—g—&-kn

Ainsi, 'ensemble des solutions de (E’) est {g +km ke Z} U {f% +km|ke Z}.
> Maintenant, cherchons parmi les solutions de (E’) celles qui sont dans [0, 27].
* Regardons les solutions de (E’) de la forme % + kmt avec k entier relatif.

Soit k un entier relatif.

g+kne[o,2n] = 0<Z+kn<on
15
= - =

— k=0 (car k est entier)

* Regardons les solutions de (E’) de la forme — T | krt avec k entier relatif.

8
Soit k un entier relatif.
,g tkrel02n] < 0< ,% +kr <27
1 17
<k =
8 8
k=1 ou k= (car k est entier)

7
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (E) est {%, e
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e Soit (F) I'équation sin(3x) = sin(x) sur | — 7, 7t].
> Tout d’abord, on regarde I'équation (F’) : sin(3x) = sin(x) sur R.
Soit x un réel.

sin(3x) =sin(x) <= 3Jk€Z, 3x=x+2km ou 3x=m—x+2kn

k
— JkeZ, x—knoux_g+?”

> Maintenant, cherchons parmi les solutions de (F’) celles qui sont dans | — 7, 7t].

* Regardons les solutions de (F’) de la forme k7 avec k entier relatif.

Soit k un entier relatif.
kmel—-n,n < ke{0,1}

Sous cette forme, on ne retient alors que 0 et 7.
T km
* Regardons les solutions de (F’) de la forme 1 + -5 avec k entier relatif. Soit k un entier relatif.

E+”—ke]—nn] = fn<—+7r—k
4 2 4 2
5 3
= - <k<=
2< 2

<~ k=-20ouk=-1louk=0ouk=1

Sous cette forme, on ne retient alors que — 3—” ST et st
i ey Ty ey
o . 37 m 7w 37
Ainsi, | 'ensemble des solutions de (F) est { ——, — s
47 474 4
3.4 Exercices sur la trigonométrie
z@D Exercice 18. Autour du formulaire trigonométrique.
1) Calculer les expressions suivantes :
a) cos(7) e) cos(27t/3)
b) sin(7) f) sin(27/3)
c) cos(57/6) g) cos(37/4)
d) sin(57/6) h) sin(37/4)

2) Soit x un réel. Simplifier les expressions suivantes (et les exprimer en fonction de cos(x) et sin(x)) :

a) cos(x + ) e) cos(m/2 —x) i) cos(x —507)
b) sin(x + 7) f) sin(rt/2—x) j) sin(247 — x)
o) cos(m —x) g) cos(x + 7/4) k) cos(57/2+ x)
d) sin(7 — x) h) sin(x + 77/4) 1) sin(x —37/2)

3) Soit a et b deux réels. Montrer les formules suivantes :

=

a) cos(a —b) = cos(a) cos(b) + sin(a) sin(b) ;
b) sin(a — b) = sin(a) cos(b) — sin(b) cos(a);
) cos(2a) = cos?(a) — sin®(a) = 2cos?(a) — 1;

d) sin(2a) = 2sin(a) cos(a);
1+ cos(2a) 1 — cos(2a)
2 2

f) cos(a)cos(b) = % (cos(a+Db)+cos(a—b));

e) cos?(a) = etsin®(a) = (linéarisation de cos? et sin?);

g) sin(a)sin(b) = % (cos(a —b) —cos(a+Db));

h) sin(a) cos(b) = % (sin(a +b) +sin(a — b)).
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1@9 Exercice 19. Equations trigonométriques.

Résoudre sur les équations suivantes :

1) cos(x) = %} 4) sin(2x — 7t/6) = 7?,’
2) sin(2x) = ?,’ 5) cos(3x) = 0 sur [0, 7]
3) cos(2x+m/3) = ?; 6) sin(4x + 7t/3) = 1sur [—7, 7]

& Exercice 20. Un peu de tout... mais en trigonométrie!

cos(2t)  cos(t) +sin(t) ) 5
1) Montrer que, quand cela a un sens, T—sin(2) ~ cos(t) —sin(D) (on pourra remplacer 1 par cos”(t) + sin”(t)).

Sur quel ensemble de définition est définie cette formule?

2) Montrer que sin <71—72T> = i(\/ng V2).
3) (a) Donner les formules développées de cos(a + b) et cos(a — b) puis en déduire une simplification de cos(p) + cos(g) en remarquant
quep = Pyl 4 Ppletqg = P31 — Byl
(b) Application : Montrer que pour tous réels a,b, c :

cos(a+b+c)+cos(a+b—c)+cos(a—b+c)+cos(—a+b+c) =4cos(a)cos(b) cos(c).
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3.5 Dérivation

,—(Déﬁnition 42 (Fonction dérivable en un point, dérivable sur un intervalle ou réunion d’intervalles)}

appelé nombre dérivé de f en a.

e Soit a un réel dans I. On dit que f est dérivable en a si lim
xX—a

simplement dérivée de f) la fonction x — f’(x).

L_i:(a) existe et est finie. Dans ce cas, on note f’(a) cette limite

X —

Soit I un intervalle (ou réunion d’intervalles) de R et f une fonction définie sur I a valeurs dans R.

e On dit que f est dérivable sur I si pour tout a de I, f est dérivable en a. Dans ce ¢as, on appelle fonction dérivée de f (ou

,—(Méthode 43 (Tableau des dérivées usuelles)}

Pour toute fonction f, on note Dy 'ensemble de définition de f et D’f I'ensemble des réels a de Dy tels que f est dérivable en a.
On considére n un entier naturel non nul et & un réel non entier.
f Dy D} f!
x> " R R x > nx1
1 1
X = R* R* DD ==
x %
1
X = — R* R* X -
XN xn+1
' IR+ sia >0 ]RJr sia >1 1
x = x® X = axt
RY sia<0 R} sia<1
X = /X R R* X — !
* i 2/
x e R R x et
. 1
x — In(x) R* R* X o
x +— cos(x) R R x — —sin(x)
x > sin(x) R R x > cos(x)
x q 1 1
Pour la 4éme ligne du tableau, penser par exemple au cas & = 5 donnant x — /x etaucas o = — 5 donnant x N
x
\
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,—(Proposition 44 (Opérations sur les fonctions dérivables)}

Soit I un intervalle (ou réunion d’intervalles) de R, f et g deux fonctions dérivables sur I a valeurs dans R et A un réel.
1) f+gestdérivablesurlet (f+g) =f +¢'.
2) Af estdérivable sur [ et (Af) = Af'.

3) fgestdérivablesur et (fg') = f'g+ f¢.
f f

! Dor — !
4) Si g ne s’annule pas sur I, alors s est dérivable sur I et (§> = fa—fs.

gZ

Exemple 42. o La fonction f : x — x* — 4x3 + 5x2 + 11x — 4 + ¥ — cos(x) est dérivable sur R par opérations sur les fonctions dérivables
et f/ x> 4x® — 12x2 + 10x + 11 + ¢ +sin(x).

In(x)
X

. . . . 1—In(x
est dérivable sur R¥, par opérations sur les fonctions dérivables et f’ : x — 1=In(x),

e La fonction f : x — 2
X

,—(Proposition 45 (Composition de fonctions dérivables)] \

Soit I et | des intervalles (ou réunions d’intervalles) de R, f une fonction définie sur I et g une fonction définie sur | tels que
a) f(I) C J c’est-a-dire pour tout x de I, f(x) est dans J;

b) f estdérivablesur I;

c) g estdérivable sur f(I), c’est-a-dire pour tout a de I, g est dérivable en f(a).

Alors go f: x +— g(f(x)) est dérivable sur [ et (go f)' = (¢’ o f) x f/, 'est-a-dire pour touta de I, (go f)'(a) = ¢'(f(a))f' (a).

Exemple 43. Dérivées composées usuelles.

Soit I un intervalle (ou réunion d’intervalles) de R et # une fonction dérivable sur I et n un entier naturel non nul.

1) La fonction u" : x — u(x)" est dérivable sur I par composition de fonctions dérivables et (u")" = nu'u"~1.
1 1 1\’ !

2) On suppose que u ne s’annule pas sur I. Alors — : x — —— estdérivablesur I et ( — | = — .
u ' (x) u u?

3) On suppose que u est strictement positive sur I. Alors v/u : x — /u(x) est dérivable sur I et (v/u)' =

2

!
4) On suppose que u est strictement positive sur I. Alors In(u) : x — In(u(x)) est dérivable sur I et (In(u))" = %
5) La fonction e* : x — ¢(*) est dérivable sur I et (e*)’ = u'e".

6) La fonction cos(u) : x — cos(u(x)) est dérivable sur I et (cos(u))’ = —u'sin(u).

7) La fonction sin(u) : x — sin(u(x)) est dérivable sur I et (sin(u))" = 1’ cos(u).

3.6 Exercices sur la dérivation

z@D Exercice 21. Calcul de dérivées.
Donner, en le justifiant, le domaine de définition de la fonction puis donner, sans justification, un intervalle ot la fonction est dérivable et

enfin calculer la dérivée pour chacune des fonctions suivantes ; mettre le résultat sous une forme propice a une éventuelle étude de signe

1) frixe— (x2-1)° 4) faixe V241

2) forxms Bl 7) f7:x—In(Inx)
5) f5:x —sin(f —2x)

3) f:xr—Vx2—2x+5 8) fg:xHexz’x“

6) fo: x> In(x2+1)
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1@9 Exercice 22. Dérivation d’une composée (trés classique)
1

Soit f : x — (1+x)*.

1) Montrer que f est bien définie et dérivable sur R*. puis calculer f la dérivée de f.

2) Prouver que f est du méme signe que la fonction /1 : x — x — (1 + x) In(1 + x) et en déduire les variations de f.

3) Déterminer la limite de f en 0.
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3.7 Primitives

,—(Déﬁnition 46 (Fonction admettant des primitives, primitive d'une fonction)}

Soit I un intervalle (ou réunion d’intervalles) de R et f une fonction définie sur I a valeurs dans R. On dit que f admet des

primitives sur I s'il existe une fonction F dérivable sur I telle que F/ = f. Dans ce cas, toute fonction F dérivable sur I vérifiant

F' = f est appelée primitive de f sur I.

@ En cas d’existence, il y a unicité d'une primitive a une constante pres sur un intervalle de R.

,—(Méthode 47 (Tableau des primitives usuelles)} N\
Pour toute fonction f, on note Dy ’ensemble de définition de f et F une primitive de f sur Dy (si elle existe).
On consideére n un entier naturel non nul et & un réel non entier.

f D¢ F
xn+1
X = x" R X —
n+1
2 3
X /x R X Sx
1 *
X — R X ——
5%
1
X R* x — In(|x])
1 R* !
xwﬁ(avecn;é ) XHi(n—l)x”*l
IR+ siae >0 xa+1
X = x® —_ o
R% sia <0 at1
x—er R X e’
x — In(x) R*% x = xIn(x) —x
x > cos(x) R x — sin(x)
x > sin(x) R x — — cos(x)
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,—(Proposition 48 (Opérations sur les primitives)} N\

Soit I un intervalle (ou réunion d’intervalles) de R, f et ¢ deux fonctions définies sur I a valeurs dans R qui admettent des primitives

sur I. Notons F et G respectivement des primitives de f et ¢ sur I et A un réel.
1) Combinaison linéaire. La fonction A f 4+ ¢ admet des primitives sur I et AF 4 G est une primitive de Af + g sur I.

2) Forme d’une dérivée composée. (f o G)g admet des primitives sur I et F o G est une primitives de (f o G)g.

Exemple 44. Déterminons toutes les primitives de la fonction f : x — x — 2x% 4+ 11x — 36 + cos(x) — ¢?* + sin(3x) sur R.

e Par opérations sur les fonctions continues sur IR, la fonction f est continue sur R donc par le théoréme fondamental de I'intégration, f

admet des primitives sur R.

4 3 2 2x
x* 2x 11x . e cos(3x)
. OntrouvequexwZfT+T736x+sm(x), R

e Comme R est un intervalle, il y a unicité des primitives sur R a constante additive pres donc :

est une primitive de f sur R.

4 3 2 2x
L'ensemble des primitives de f sur R est {x - 2 + . 36x + sin(x) — % - coséSx)

4 3 2

+C\C61R}.

Exemple 45. Déterminons les primitives de la fonction f : x + sin(x) cos®(x) sur R.

e Par opérations sur les fonctions continues sur IR, la fonction f est continue sur R donc par le théoreme fondamental de I'intégration, f

admet des primitives sur R.
cos*(x)
4

3

e On observe que f est la forme d’une dérivée composée (plus précisément, f = —u'u® ott u : x — cos(x)) et trouve que x — —

est une primitive de f sur R.

e Comme R est un intervalle, il y a unicité des primitives sur R & constante additive pres donc :

cos*(x)

L'ensemble des primitives de f sur R est {x = — +C|Ce ]R}.

3.8 Exercices sur les primitives

z@D Exercice 23. Primitives.

Sans préciser leur ensemble de définition, déterminer une primitive pour chacune des fonctions suivantes :

1) fr:x45x8 + 632 —18x +7 7) f:x+ sin(2x)

1 1 . x
Z)f:xH;f; S)vaHm
3)f:xH11x 9) fixrsxe”

- ] sin(x)
T e ——— 10) fex = o S cosw

(2x+1) 1 f sin(In(x))
5) f:x— x(2x2+1)* )f-XHix

1
6) fix —x+1 12)f:XHJcln(x)

/@D Exercice 24. Primitivation par parties.
1) Soit u et v deux fonctions dérivables sur un intervalle I de R. Montrer que uv est dérivable sur I et (uv)’ = u'v 4+ uv'.
2) Alaide de la question précédente, montrer que x — xe* admet des primitives sur R que I’on déterminera.

3) De méme, montrer que x — x?°2 In(x) admet des primitives sur R} que 'on déterminera.
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3.9 Calcul intégral

,—(Déﬁnition 49 (Définition géométrique de l’intégrale)} N

Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [4, b].

b
e Si f estpositive, 'intégrale de f sur [, b] notée / f(t) dt estaire de la partie du plan délimitée par les droites d’équation y = 0,
Ja

x = aetx = b etla courbe d’équation y = f(x).
b b b b b
@ La variable ¢ dans/ f(t) dt est muette! Autrement dit, on a/ f(t)dt = / f(x)dx = / f(u)du = / £(9)d.
a a a a a
e On suppose f de signe quelconque. On note f* et f~ les fonctions définies par
Vx € [a,b], fT(x) = max(f(x),0) et f (x) = max(—f(x),0).

Alors f et f~ sont des fonctions continues et positives sur [a, b] telles que f = f — .

b b b b
On définit alors l'intégrale de f sur [a, b] notée / f(t) dt en posant / f(t)dt = / fr)dr— / f(t)dt.
Ja Ja Ja Ja

Dans ce cas, on dit que I'intégrale de f sur [4, D] est I’aire algébrique de la partie du plan délimitée par les droites d’équation

y=0,x =aetx =D etlacourbe d’équation y = f(x).

Exemple 46. Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b].
On suppose f constante. On dispose alors d'un réel M tel que pour tout x de [a, b], on ait f(x) = M.

b
Alors / f(t)dt = M(b — a) (géométriquement, il s’agit de 1’aire d’un rectangle de largeur b — a et longueur M).
Ja

,—(Remarque 50 (Convention sur les intégrales)} N

Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [4, b].

b a "
Par convention, on pose / f(t)dt = 7/ f(H)dt et / f(t)dt=0.
a b a

,—(Théoréme 51 (Propriétés de 1'intégrale de fonctions continues sur un segment)} N

Soit a et b deux réels tels que a < b.

1) Linéarité : pour tout A réel, pour toutes fonctions continues f et g sur [4,b], on a
b b b
[or+o@ar=a[ foae+ [ g
a a a

b
2) Positivité de I'intégrale : pour toute fonction f continue et positive sur [a, b], on a / f(t)dt > 0.
a
3) Fonction continue positive d'intégrale nulle : toute fonction continue, positive et d'intégrale nulle sur (4, b] est la fonction nulle
sur [a, b].

b b
4) Croissance de l'intégrale : pour toutes fonctions continues f et g sur [a,b], si f < g alors / f(#)dt < / g(t)dt.
a a
b "C b
5) Relation de Chasles : pour toute fonction f continue sur [a, b] et pour tout ¢ réel de [a, b], on a / ft)det = / f(t)dt+ / f(t)de.
a a c

/ bf(t)dt\ < [ ifwnae.

6) Inégalité triangulaire : opur toute fonction f continue sur [4,b], on a

Exemple 47. Soit a et b deux réels tels que a < b et f une fonction continue sur [a, b].
On consideére M un réel tel que pour tout x de [a,b], on ait f(x) < M.

b b b
Par croissance de l'intégrale, on a / flx)dx < / M dx soit / flx)dx < M(b—a).
Ja Ja Ja
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/2
Exemple 48. Montrons que / cos? %4 (t) dt > 0.
0

2024(t)

La fonction cos est continue sur [0, 7r/2] donc par produit de fonctions continues, t — cos est continue sur [0, 71/2] ce qui permet de

/2
justifier 'existence de / cos?0%4(t) dt.
0
De plus, la fonction cos est positive sur [0,71/2] donc t + cos?9?4(t) est positive sur [0,71/2] et par positivité de I'intégrale, on a

T2 04
/ cos? (1) dt > 0.
0
/2

Il reste a prouver que / cos?%4(t) dt # 0.
0
/2
Raisonnons par 1’absurde : supposons / cos® % (1) dt = 0.
Jo
Ainsi, t +— cos?9%(t) est continue, positive et d’intégrale nulle sur [0, 77/2] donc est la fonction nulle sur [0, 77/2] ce qui est absurde car

cos?9%4(0) =1 # 0.

,—(’I’héoréme 52 (Théoréeme fondamental de l’intégration)] N\

Soit I un intervalle de R, 2 un réel de I et f une fonction continue sur I. On considere F la fonction définie sur I par

X
Vel F(x)= / F() dt.
a
Alors F est I'unique primitive de f sur I s’annulant en a c’est-a-dire :
a) Festdérivablesur I, F' = fetF(a) =0;

b) si G est une primitive de f sur I s’annulant en a4 alors F = G.

Exemple 49. On a défini la fonction logarithme népérien comme 1'unique primitive de la fonction inverse sur R s’annulanten 1:
1
Vx € RY, In(x) = n dt.
1

Exemple 50. Soit f la fonction définie par

22X
Vx € R, f(x):/ c0s?9% (1) dt.

X
2x
La fonction cos étant continue sur R, pour tout x de R, / c0s?%%(t) dt existe donc f est bien définie sur R.
JX
Montrons que f est dérivable sur R et calculons f'.

2026

Notons F l'unique primitive de cos=**° sur R s’annulant en 0 (le choix de 0 est arbitraire).

Par le théoreme fondamental de I'intégration, on a
X
Vx€R, F(x) = / cos?0%(t) dt.
Jo
Par relation de Chasles, on a

Vx € R, f(x)=F(2x)—F(x) (détaillez avec soin cette étape si ¢’est nécessaire pour vous...)

F étant dérivable sur IR, on a par composition et opérations sur les fonctions dérivables que‘ f est dérivable sur R ‘ et

Vx eR, f'(x)=2F(2x)—F(x).

Comme pour tout u de R, on a F/ (1) = cos2°2(u), on a | pour tout x de R, f'(x) = 2cos?*2°(2x) — cos?"%°(x). ‘

,—(Théoréme 53 (Théoréeme fondamental du calcul intégral)} ,

Soit (a,b) € R? tel que a < b et f une fonction continue sur [a, b].
b
Si F est une primitive de f sur [a, b] alors / f(t)dt = F(b) — F(a).
a
On note également [F()]% le réel F(b) — F(a).

1 1t 1 1
Exemple 51. Pour tout n entier naturel, on a / t"dt = {—} soit / t"dt = ——.
Jo n+1], 0 n+1

/2 ~7T/2
Exemple 52. Puisque sin est une primitive de cos sur R, on a / cos(t) dt = [sin(t)]F/? soit / cos(t)dt = 1.
0
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,—(Théoréme 54 (Intégration par parties)} ,

Soit a et b des réels tels que a < b et u et v deux fonctions dérivables sur [q, b] telles que 1’ et v’ soient continues sur [a, b] (on dit

alors que u et v sont des fonctions de classe C! sur [a,b]). Alors :

ott [u(t)v(H)]8 = u(b)v(b) — u(a)v(a).

"77/2
Exemple 53. Calculons / tcos(t) dt.
0
/2
Par produit de fonctions continues, t — t cos(t) est continue sur [0, 77/2] donc / tcos(t) dt existe.
0

/2 /2
On pose u : £+ sin(t) et v : t — t de sorte que u et v soient de classe C! sur [0, 7r/2] et / tcos(t) dt = / u'(H)o(t) dt.
Jo Jo

Par intégration par parties, on a

/2 /2 /2
/ teos(t)dt = [tsin(t)]? — / sin(t) dt
0 Jo
— 2+ lcos(]5"
U
= 5= 1
| m—2
Ainsi, /0 tcos(t)dt = —
3.10 Exercices sur le calcul intégral
1@] Exercice 25. Utilisations du théoréme fondamental.
Calculer les intégrales suivantes :
2 2 dt 't
D [ -t 5 | o[, T
) o ( ) ) N ) -2 t
/2 11 m/2 sin(t)
2 21) dt 1 10) [T
) /0 cos(2t) ) ./0 (t+1)2 dt ) 0o 14cos(t)
T t 1 1 1 EZt
3 / sin | - | dt / - 11 / -
" o <3> D Jo (2t+3)3dt ) Jo 31
-1 2 df 2 1
a2 at 12 / ey
4) /O te* dt 8) T ) 1 t(n(H) +1)
& Exercice 26. Utilisations d’une intégration par parties.
Calculer les intégrales suivantes :
1 1
1) / tet dt 4) / 1+ tdt
Jo Jo
2 1
2) / In(t) dt 5) / 2t dt
N Jo
1 1
3) / tsin(t) dt 6) / e! cos(t) dt
0 Jo

& Exercice 27. Etude d’une suite d’intégrales.
On considere la suite (I,),cn définie par
1
VneN, I, = / t"et dt.
0

1) Montrer que la suite (I;),eN est bien définie.
2) Montrer que la suite (I;),eN est décroissante.
3) Montrer que la suite (I,;),en converge vers 0.
4) Trouver une relation entre I, et I,, pour tout entier naturel 7.

5) Prouver que lim nl, =e.
n—o0
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